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GUIA DIDATICO

APRESENTACAO

Prezado(a) aluno(a)

Bem-vindo(a) ao espaco de estudo da Disciplina de Fundamentos Matematicos da Computacao.

A Matematica Discreta ou Fundamentos Matematicos para a Computacao aplica-se a varias disciplinas
de cursos como Computacdo, Informatica, Matematica, Sistemas de Informacao, como, por exemplo, Sis-
temas Operacionais, Bancos de Dados, Compiladores, Estruturas de Dados, Técnicas Digitais, Algorit-
mos, Complexidade de Algoritmos, Teoria da Computac¢do, Linguagens Formais e Automatos, Modelos
para Concorréncia, Semantica Formal, Teoria das Categorias, Programacdo, Paradigmas de Linguagens
de Programacao, Teoria dos Grafos, Analise Combinatdria e Probabilidade Discreta, entre outras.

Nesta disciplina, serdo desenvolvidos conceitos que irdo enfatizar a importancia do pensamento légico,
do poder da notacdo matematica e da utilidade de abstragdo. Entre as disciplinas de um curso na area da
tecnologia da informacdo, as de estruturas discretas sdo as menos valorizadas na época em que sdo cur-
sadas, e as mais valorizadas mais tarde. E bastante comum ouvirmos dos alunos o seguinte comentario:
“Todas as disciplinas que cursei depois usaram conceitos de estruturas discretas”.

Nas unidades, serdo abordados contetidos como: Sistemas de Numeragdo, Aritmética Computacional,
Teoria dos Conjuntos, Relacoes, Fung¢des, Combinatéria, Matrizes, Estruturas Algébricas, Algebra de Bo-
ole e Légica Combinacional.

Esperamos que, através dos contelddos e das atividades propostas, vocé possa estabelecer subsidios
para a compreensao. E, para tal, vocé pode contar com toda a equipe.

Objetivo Geral
Dotar o aluno de conhecimento basico dos conceitos matematicos necessarios para o aprendizado bem
fundamentado das varias dreas da informatica.

Habllldades

Conhecer os elementos basicos da Logica Matematica.
e Conhecer os fundamentos de Teoria dos Conjuntos.
e Conhecer as principais caracteristicas e propriedades das relagdes e das fungdes.
e Conhecer a definicdo e propriedades de ordens e conjuntos.
e Conhecer os principios basicos da Algebra Booleana.
e Conhecer as defini¢des, tipos, exemplos e principais propriedades das estruturas algébricas mais importantes.

Metodologia

A disciplina sera desenvolvida em 60 horas-aula através do Ambiente Virtual de Aprendizado Moodle,
onde serdo disponibilizados materiais para subsidiar a aprendizagem. Os recursos tecnoldgicos para
interacdo serdo foruns, chats de diividas, e-mail, textos e exercicios de fixagao.
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Avaliacao
A avaliacdo dar-se-a mediante a participacdo nos foruns e nas atividades propostas, tanto presenciais
como a distancia.

Programacao

Primeira semana
As atividades a serem desenvolvidas na primeira semana sao:
1. Férum: Apresentagdo do professor, da disciplina e questdes gerais.

2. Leitura e estudo do contetdo: Sistemas de Numeragao.
3. Realizagdo da lista de exercicios: Unidade A — Sistemas de Numeragdo.

Segunda semana
As atividades a serem desenvolvidas na segunda semana sao:
4. Leitura e estudo do conteudo: Aritmética Computacional.

5. Realizagdo da lista de exercicios: Unidade B — Aritmética Computacional.
6. Participacdo do Forum de discussao proposto pelo professor.



Terceira semana
As atividades a serem desenvolvidas na terceira semana sao:

7. Leitura e estudo do conteudo: Conjuntos.
8. Realizac¢do da lista de exercicios: Unidade C — Conjuntos.

Quarta semana
As atividades a serem desenvolvidas na quarta semana sao:

9. Leitura e estudo do conteudo: Relagdes.
10. Realizagdo da lista de exercicios: Unidade D — RelagGes.
11. Participagdo no chat em horario marcado pelo professor formador.

Quinta semana
As atividades a serem desenvolvidas na quinta semana sao:

12. Leitura e estudo do conteudo: Fungdes (até a se¢do E.5 inclusive).

13. Realizacdo da lista de exercicios: Unidade E — Funcdes (até o exercicio 7 inclusive).

Sexta semana
As atividades a serem desenvolvidas na sexta semana sao:

14. Leitura e estudo do conteudo: FungBes (a partir da secdo E.6).
15. Realizacdo da lista de exercicios: Unidade E — Fungdes (a partir do exercicio 8).

Sétima semana
As atividades a serem desenvolvidas na sétima semana sao:

16. Leitura e estudo do conteudo: Combinatéria (até a secdo F.5 inclusive).
17.Realizagdo da lista de exercicios: Unidade F — Combinatdria (até o exercicio 11).
18. Participagdo do Férum de discussao proposto pelo professor.

Oitava semana
As atividades a serem desenvolvidas na oitava semana sio:

19. Leitura e estudo do contetdo: Combinatdria (a partir da se¢do F.6).

20. Realizagdo da lista de exercicios: Unidade F — Combinatdria (a partir do exercicio 12).

Nona semana
As atividades a serem desenvolvidas na nona semana sao:

21. Leitura e estudo do conteuddo: Matrizes.
22.Realizagdo da lista de exercicios: Unidade G — Matrizes.

Décima semana
As atividades a serem desenvolvidas na décima semana sio:
23. Leitura e estudo do conteudo: Estruturas Algébricas.

24. Realizagdo da lista de exercicios: Unidade H — Estruturas Algébricas.
25. Participagdo no chat em horario marcado pelo professor formador.
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Décima-primeira semana
As atividades a serem desenvolvidas na décima - primeira semana sdo:

26. Leitura e estudo do contetido: Algebra de Boole e Légica Computacional (toda a secdo I.1).
27.Realizacdo da lista de exercicios: Unidade | — Algebra de Boole e Légica Computacional (até o exercicio 3 inclusive).

Décima-segunda semana
As atividades a serem desenvolvidas na décima - segunda semana sao:

28. Leitura e estudo do contetido: Algebra de Boole e Légica Computacional (a partir da se¢o 1.2).
29.Realiza¢do da lista de exercicios: Unidade | — Algebra de Boole e Légica Computacional (a partir do exercicio 4).
30. Participagdo do Férum de discussao proposto pelo professor.

Referéncias:
FRANCO, N. M. B. Calculo Numérico. Sdo Paulo: Pearson Education, 2006.
GERSTING, J. L. Fundamentos Matematicos para a Ciéncia da Computacdo. Rio de Janeiro: LTC, 2004.
LIPSCHUTZ, S.; LIPSON, M. Matemdtica Discreta. Porto Alegre: Bookman, 2004.
MENEZES, P. B. Matematica Discreta para Computacgao e Informatica. Porto Alegre: Bookman, 2010.

RUGGIERO, M. A. G.; LOPES, V. L. R. Calculo Numérico: Aspectos Tedricos e Computacionais. Sdo Paulo: Pearson Education,
1996.

LOPES, J. G.; TOSCANI, L. V.; MENEZES, P. B. Aprendendo Matematica Discreta com Exercicios. Porto Alegre: Bookman,
20009.

SPERANDIO, D.; MENDES, J. T.; SILVA, L. H. M. Célculo Numérico, Sdo Paulo: Prentice Hall Brasil, 2003.

Curriculo Professor-Autor:

e Graduagdo em Engenharia Elétrica — Universidade Catdlica de Pelotas — 1982.

e Graduacgdo em Licenciatura em Disciplinas Especializadas de 22 Grau — Universidade Federal de Pelotas — 1987.

e Especializacdo em Ciéncia da Computagdo: Matemdatica Computacional — Universidade Catdlica de Pelotas — 1993.
e Mestrado em Engenharia Elétrica — Universidade Federal de Santa Catarina — 1997.

e Doutorado em Engenharia Elétrica — Universidade Federal de Santa Catarina — 2001.
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UNIDADE

SISTEMAS DE NUMERACAO

A.1 Introducao

Os sistemas de numeracdo tém por objetivo fornecer simbolos para representar as quantidades, de forma
aregistrar a informagao quantitativa e poder processa-la. A representacdo de quantidades se faz com os
numeros. Na antiguidade, duas formas de representar quantidades foram inventadas. Inicialmente, os
egipcios criaram um sistema em que cada dezena era representada por um simbolo diferente.

Relembremos ainda outro sistema, o sistema de numeracao romano. Eram usados simbolos (letras) que
representavam as quantidades, como por exemplo: I (valendo 1),V (valendo 5), X (valendo 10), C (valendo
100), etc. Aregra de posicionamento determinava que as letras que representavam quantidades maiores
e precediam as que representavam quantidades menores, seriam somadas; se o inverso ocorresse, o
menor valor era subtraido do maior. Assim, a quantidade 127 era representada por CXXVII; enquanto
que a quantidade 94 era representada por XCIV.

Nesses sistemas, os simbolos tinham um valor intrinseco, independente da posicdo que ocupavam na
representacdo (sistema numeérico ndo-posicional). Um grande problema desse sistema é a dificuldade
de realizar operagdes com essa representacao. Experimente, por exemplo, multiplicar CXXVII por XCIV.
Assim, posteriormente foram criados sistemas em que a posicao dos algarismos no niimero passou a
alterar seu valor. Esses sistemas numéricos sdo conhecidos como sistemas de numeragao posicionais.
Nestes sistemas, o valor representado pelo algarismo no nimero depende da posicao em que ele aparece
narepresentacdo. Um exemplo é o sistema numérico que utilizamos no nosso dia a dia (sistema decimal).

No estudo de sistemas numéricos voltados para aplicagdes na area da computacao, a énfase consiste
em sistemas de numeracdo posicionais. Assim, passaremos a chamar estes sistemas simplesmente de

sistemas de numeragdo.

A.2 Sistemas de Numeracao
Um sistema numérico deve:
e representar uma grande quantidade de numeros;

e dar a cada numero representado uma Unica descri¢do;
o refletir as estruturas algébricas e aritméticas dos numeros.

Os sistemas de numerag¢do sdo compostos por:
e uma base;
e um conjunto de simbolos que representam os algarismos.
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< Abase de um sistema é a quantidade de algarismos disponivel na representacdo. Os principais sistemas de

© numeracio utilizados estio mostrados na Tabela A.1.

Sistema Base Simbolos
Binario 2 §={0,1}
Octal 8 $={0,1,2,3,4,56,7}
Decimal 10 $={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Hexadecimal 16 $={0,1,2,3,4,56,7,8,9,A,B,C,D,E F}

Tabela A.1 Principais sistemas numéricos.

 Abase 10 é hoje a mais usualmente empregada, embora nio seja a tinica utilizada. No comércio pedimos
uma duzia de rosas e também marcamos o tempo em minutos e segundos (base 60).

Os computadores utilizam a base 2 (sistema binario) e os programadores, por facilidade, usam em geral
uma base que seja uma poténcia de 2, tal como 23 = 8 (base 8 ou sistema octal) ou ainda 2*= 16 (base
16 ou sistema hexadecimal).

A partir de agora, iremos utilizar o valor da base como subscrito para identificar o sistema de numeracdo
a que estamos nos referindo. Por exemplo:

1011, —  base 2 ou sistema bindrio

4673, —  bhuse B ou sistema octal
8751, —  base 10 ou sistems dedmal
D23, —  Tase 15 on sistems hexacecimal

A Tabela A.2 mostra a correspondéncia entre os valores dos simbolos em cada base.

Binario Octal Decimal Hexadecimal
0000 0 0 0
0001 1 1 1
0010 2 2 2
0011 3 3 3
0100 4 4 4
0101 5 5 5
0110 6 6 6
0111 7 7 7
1000 10 8 8
1001 11 9 9
1010 12 10 A
1011 13 11 B
1100 14 12 C
1101 15 13 D
1110 16 14 E
1111 17 15 F

Tabela A.2 Correspondéncia numeérica entre os simbolos.

16



Vocé observa algo peculiar na Tabela A.2? Nao?

Observe que todos os simbolos octais podem ser representados por nimeros binarios com trés digitos.
Note também que todos os simbolos hexadecimais podem ser representados por nimeros binarios com
quatro digitos.

Isso é importante e vamos utilizar esta propriedade mais tarde.

A.3 Teorema da Representacao por Base

Seja kum inteiro qualquer maior ouigual a 1, entdo, para cada inteiro positivo n, existe uma representacao
do tipo

n=agk’ +a k" +ak + ... +a,_k+ak

onde osa, com 7 = 0,1,...,s,sdo os simbolos do sistema numérico, a, > 0 e k éabase do sistema. Esta

representacdo de n é Unica e é conhecida como a representacdo do nimero n na base k. Por exemplo,

1.548,; =1x10° 45 x10% + 4x 10" + 8 x10°

ondea0=1,al=5,az=4ea3=8.

A.4 Conversao de Bases

De um sistema qualquer para o sistema decimal
Utilizando o teorema da representacdo por base, podemos substituir abase pelo seuvalor correspondente
e efetuarmos os calculos. O valor encontrado corresponde ao valor decimal do niimero em questao.

Os exemplos a seguir ilustram o exposto acima.

TT1T0, =132 4 1%® $122% 4122 =324 R+ 442 = 46,
27453, = 28 L T8 B 4 B @ L3R = 12075

FABE, =F<16" + Ax16 ~dx18 + Ex16" =15x16" ~10x 16" = 3x16' =14 = 16" =
= 64062,

Do sistema decimal para um sistema qualquer

Para a realizacao desse tipo de conversao, utiliza-se o procedimento conhecido como método das divisdes
sucessivas, no qual o numero decimal ¢é dividido sucessivamente pelo valor da base do sistema para o
qual se deseja converter o nimero decimal. O procedimento é repetido até que nao mais se possa dividir
o dividendo pelo divisor. O nimero convertido é obtido tomando-se o ultimo quociente e os restos das
divisGes de tras para diante.

Para a conversdo de um nimero decimal para os sistemas bindrio, octal e hexadecimal divide-se
sucessivamente o numero decimal por 2, 8 e 16, respectivamente. Os exemplos a seguir ilustram o
procedimento apresentado.
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0 232
L 11|z Ay, = 101110,
1 22
oo
12075 | 8
3 1500 [ 8
A, 188 | 8 12075, — 27433,
A4 2|8
12
64062 | 16
14 4003 16
L2 250 18 61062, = FASE,,
B 10 1
b
A F

Do sistema binario para o sistema octal

Para realizar essa conversdo, o primeiro passo é observar se o nimero de digitos do nimero binario é
multiplo de 3 (vocé recorda da propriedade discutida ao final da Secdo A.2?7). Caso nado seja, completa-
se com zeros a esquerda. Depois, separa-se o nimero de digitos do nlimero binario em grupos de trés.
Por fim, basta converter cada grupo para o seu octal correspondente. Os exemplos a seguir ilustram o
procedimento.

110111, = 110, 111, = 674
1011001, = 001011001, = 001, 011, 001, = 131,

Do sistema octal para o sistema binario
Para operar esse tipo de conversao, basta converter cada digito octal para o seu correspondente binario
com trés digitos (novamente a propriedade discutida ao final da Secdo A.2). Os exemplos a seguir

ilustram o procedimento.
31, —101 001 — 101001,
743, = 111100 011 =111100011,

Do sistema binario para o sistema hexadecimal

Para realizar essa conversdo, o primeiro passo é observar se o nimero de digitos do nimero bindrio é
multiplo de 4 (olhem a propriedade discutida ao final da Se¢ao A.2 outra vez). Caso ndo seja, completa-se
com zeros a esquerda. Depois, separa-se o nimero de digitos do nimero binario em grupos de quatro.
Por fim, basta converter cada grupo para o seu hexadecimal correspondente. Os exemplos a seguir
ilustram o procedimento.

10110111, = 1011, 0111, = BT,
1011011001, — 001011011001, — 0010, 1101, 1001, — 2139,



Do sistema hexadecimal para o sistema binario

Para operar esse tipo de conversao, basta converter cada digito hexadecimal para o seu correspondente
binario com quatro digitos (a mesma propriedade do final da Se¢do A.2). Os exemplos a seguir ilustram
o procedimento.

FA, —11111010 — 11111010,
B7C3,, = 1011 0111 1100 0011 = 1011011111000011,

Resumo

Nesta unidade, estudamos os principais sistemas de numeragdo utilizados na area de Ciéncias da Computagao.
Aprendemos os simbolos e a base de cada sistema numérico e como realizar a conversao de um sistema para
outro.

A seguir, vamos treinar os conhecimentos adquiridos, realizando uma lista de exercicios.

Lista de exercicios

Para cada nimero a seguir, faca a sua representacao no sistema numérico solicitado.

1. 10011, = = =

8 10 16

2. 1110011, = = =

8 10 16

3. 101110011, = = =

8 10 16

4. 156, = = =

2 10 16

5. 5764, = = =

2 10 16

6. 2453, = = =

2 10 16

7. 817 = = =

2 8 16

8. 7543 = = =

2 8 16

9. 22894, = = =

2 8 16

10. 3CA, = = =

2 8 10

11. DE2F, = = =

2 8 10

12. B4C8A, = = =

2 8 10
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ARITMETICA COMPUTACIONAL

B.1 Introducao

Neste capitulo, vamos enfatizar que o conjunto dos nimeros representaveis em uma maquina digital € finito,
e portanto, discreto, ou seja, ndo é possivel representar em um computador todos os nimeros dentro de um
determinado intervalo. A implicagdo imediata desta limitacdo computacional é que a simples soma de dois
numeros ou o calculo de uma fun¢do matematica, realizada com esses nimeros, podem conter erros numeéricos.
Caso medidas apropriadas ndo sejam tomadas, esses problemas numéricos associados a imprecisoes causadas,
por exemplo, por simplificacdes do modelo matematico (algumas vezes necessarias para se obter um modelo
matematico que apresente solucdo), por erros de truncamento (substituicio de uma série infinita por uma
finita), erros de arredondamento (inerentes a propria natureza da maquina digital), erros nos dados de entrada
(dados imprecisos obtidos a partir de experimentos), .., podem, em algumas situagdes, nos conduzir a perda
de precisao dos resultados (mesmo em precisao dupla), ou em casos mais graves, conduzirem a obtengdo de
um resultado totalmente inutil.

Baseados nessas constatagdes, o objetivo deste capitulo é de alertar ao estudante para os problemas que
podem surgir durante a resolu¢gdo de um problema em uma maquina digital, bem como sugerir alternativas
para evita-los, ou ao menos reduzi-los, de modo a se obter uma resposta de boa qualidade para o problema em

analise.

B.2 Sistemas de representacao de numeros em
um computador digital

Primeiramente, vamos analisar como os nimeros sdo representados em um computador. Vamos dividir

o nosso estudo em duas etapas: (i) para nimeros inteiros; e (ii) para nimeros reais.

Representacao de um numero inteiro

A representacdo de um numero inteiro, a principio, ndo apresenta nenhuma dificuldade. Qualquer
computador opera internamente com uma base fixa b, onde b é um inteiro maior ou igual a 2, e é
escolhido como uma poténcia de 2.

Assim, dado um ntiimero inteiro n#0, este possui uma representacao Unica dada por:
n= i(ﬂ.obn +nd! 4 ngh® 4.+ nkbk)

ondeosn,i=0,1,2,..,ksdo inteiros que satisfazem 0<n,<ben,# 0.

Por exemplo, na base b = 10, o nimero 54672 é representado por

54672 = 2x10° +7 x 10" +6x10% + 4x10% + 5x 10*

e sdo armazenados os coeficientesn,=2,n,=7,n,=6,n,=4en, =5.



Representacao de um numero real

Um computador ou calculadora representa um nimero real em um sistema denominado sistema de
ponto flutuante normalizado. Um nimero real r é dito um nimero de ponto flutuante normalizado se
atender as seguintes condicoes:

r—mh"
m=t0.d dyd, . |
1=d =b-1, 0=d <bi-1, i=234_...n

ne M

g Se<e, sonco g S0, 62l g ci

onde:

e b éabase do sistema de ponto flutuante, b > 2;

e m é a mantissa do numero;

e ¢ ¢é o expoente do nimero, com e, sendo o menor e e,, 0 maior;

e néonumero maximo de digitos que podem ser utilizados na representacdo do nimero. E conhecido como
preciséo da mdquina;

* d,sdo os digitos da mantissa, comi=1,2,3, ..., n.

A unido de todos os numeros de ponto flutuante com o zero, chamada de Sistema de Ponto Flutuante, é
representada por:
0 =0.000...0. 0%

[
n VezZes

Para facilitar a especificagdo do sistema de ponto flutuante de uma maquina digital, usualmente, o
representamos por F(b, n, e , e,), onde e, e e, sdo, respectivamente, 0 menor e o maior expoente, b € a

base do sistema de numeracdo e n é a precisdo da maquina.

Para exemplificar este procedimento de representacdo de um sistema de ponto flutuante, considere a
calculadora cientifica da Hewlett-Packard HP 48G. O seu sistema de ponto flutuante é F(10, 12, -500,
499). Portanto, essa calculadora opera com o sistema numérico decimal, utiliza como precisdo 12 digitos
(as mantissas sao representadas por 12 digitos), e o menor e o maior expoente valem, respectivamente
-500 e 499.

Propriedades dos Niimeros em Sistemas de Ponto Flutuante
Seja um sistema de ponto flutuante especificado por F(b, n, e , e,).

1. O menor nimero, em valor absoluto, que pode ser representado é

0.100...0-b%
H_)

7 VEZES

2. O maior numero, em valor absoluto, que pode ser representado é

0.6-1E-1)0—1)...(6—1) b

1 veAGs
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3. Quantidade total de nimeros que podem ser representados

Lembre que o primeiro digito da mantissa deve ser diferente de 0. Assim, para a primeira posi¢cdo da
mantissa, temos (b - 1) digitos possiveis. Para as (n - 1) posi¢coes restantes da mantissa, podemos ter
b digitos. Por outro lado, cada uma dessas mantissas pode ter um dos (e, - e, + 1) expoentes possiveis
(note que o +1 é para considerar o expoente zero). Ainda temos que incluir o nimero 0 e considerar
que os numeros podem ser positivos e negativos. Dessa forma, considerando todas as possibilidades,
chegamos a um total de:

2b—1)(" ") (e, —e, +1)+1

numeros de ponto flutuante passiveis de serem representados no sistema F(b, n, e,, e,).
4. Para qualquer mantissa m, temos que b < |m| < 1.

e |m| <1, pois toda mantissa deve ter o digito zero antes do ponto;
e |m|2b?, poisse [m]| <b™ ndo teriamos o nimero normalizado, pois o primeiro digito da mantissa (apds
o ponto) seria nulo.

Os exemplos a seguir irdo ilustrar os aspectos importantes em relacdo a representacdo dos nimeros
reais em sistemas de ponto flutuante.

e Exemplo B.1: Considere o sistema de ponto flutuante hipotético F(10, 2, -1, 1). O total de niUmeros reais que
podem ser representados nesse sistema é:

2-10-DA* N1 —(-1) +1]+1=2x9x10x3+1 =341
O menor numero é 0.10 x 10~ e o maior 0.99 x 10%,em valores absolutos.

e Exemplo B.2: Considere agora o sistema de ponto flutuante hipotético F(2, 3, -1, 2). O total de nimeros reais que
podem ser representados nesse sistema é

2.2-D22-(-D+1]+1=2x1x2x4+1=17

O menor nimero € 0.10 x 27t = 0,01,=0,25 e o maior, 0.11 x 102 = 11, =3, em valores absolutos.

A Tabela B.1 mostra todos os niimeros reais que podem ser representados nesse sistema de ponto
flutuante. A primeira linha da tabela corresponde a todos os expoentes possiveis, enquanto que a
primeira coluna corresponde a todas as mantissas possiveis. A tabela apresenta os 8 nimeros positivos
que podem ser representados no sistema de ponto flutuante do exemplo.

e
\ -1 0 1 2

1
Lol 0,01, = 0,25, — - 0,1, = 0,5 =3 1, =1 10, =2y
4

3 3
0.11 0,011, = 0,375, :g 011, =075, =>  LL=15y=} 11, =3,

Tabela B.1 Numeros reais positivos representaveis no sistema de ponto flutuante F(2, 3, -1, 2).



Todos os niimeros que podem ser representados no sistema de ponto flutuante F(2, 3, -1, 2) estdo
assinalados na reta dos numeros reais, conforme mostra a Figura B.1.

IR T YRR | Reprzasc e nmilerilies: Meacin e canr e
. . .
' ' — ' '
1 R - 1Y r11 3 2
-1 = - - Ro1! 1az & ! ® A 7

Fgim B 1 Riivwdos ieabaropirssindach nocdsteng o8 adato Hnace> /T 30 105
Eey LR LT

Pela observacdo da Tabela B.1, percebemos que ndo se consegue representar nimeros em ponto flutuante

menores que 0,25 e nem maiores que -0,25. Essa regido é conhecida como regido de underflow da

maquina. De forma semelhante, nimeros em ponto flutuante maiores que 3 e menores que -3 também

ndo sdo passiveis de representacdo. Essa é a regido de overflow da maquina. Assim, definimos essas

regioes como:

e regido de underflow: corresponde as regides entre o maior nimero de ponto flutuante negativo e o zero e entre o
zero e o menor nimero de ponto flutuante positivo. No Exemplo B.2, esta regido corresponde a (-1/4, 0) U (0, 1/4)

e regido de overflow: corresponde as regides aquém do menor niumero de ponto flutuante negativo e além do maior
numero de ponto flutuante positivo. No Exemplo B.2, essa regido corresponde a (-o2,-3) U (3, o°)

e Exemplo B.3: Considere o sistema de ponto flutuante F(10, 2, -1, 2). Neste sistema, os nimeros x = 0,068 e
y = 0,039 sdo representados, respectivamente, por x = 0,68.10™ e y = 0,39.10%. Observe que ambos os nimeros
possuem representacado exata no sistema de ponto flutuante dado.

Agora, vamos realizar a soma entre os numeros x e y. Utilizando o conjunto dos nimeros reais, temos que o resultado
da soma é 0,107. Escrevendo o resultado na forma de ponto flutuante normalizado, temos 0,107.10°. Observe que
este resultado, quando escrito no sistema de ponto flutuante do Exemplo B.3, sera armazenado como 0,10.10° ou
como 0,11.10° dependendo do sistema de arredondamento que a maquina utilizar. Percebe-se, entdo, que embora
os operandos numéricos possuam representacdo exata no sistema de ponto flutuante, a sua soma apresentara um
resultado erréneo, pois ela ndo é passivel de ser representada exatamente no sistema de ponto flutuante.

Os exemplos apresentados tém por objetivo chamar a atencdo de vocé estudante para possiveis

problemas numéricos que podemos encontrar quando trabalhando com maquinas digitais. E muito

importante vocé ter claro em sua mente que:

e 0s sistemas de ponto flutuante utilizados pelos computadores digitais ndo sdo capazes de representar com exatiddo
todos os nimeros do conjunto dos numeros reais;

® mesmo que 0s numeros a serem operados possuam representacdo exata, é possivel que o resultado da operagdo
ndo o possua.

B.3 Erros absolutos e erros relativos

Definimos como erro absoluto (EA) a diferenca entre o valor exato de uma medida numérica x* e o seu
valor aproximado x. Assim, matematicamente, temos:

EA=z*—-12
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Em geral, somente conhecemos o valor x para a medida e, assim, é impossivel obter o valor exato do erro
absoluto. Sendo assim, o que se faz é obter um limite superior ou uma estimativa para o médulo do erro
absoluto.

Considere, por exemplo, o nimero 1. Sabemos que m* € (3,14; 3,15). Tomando para T qualquer valor
dentro do intervalo dado, teremos |EA| = |m* - m| < 0,01.

Por outro lado, o erro absoluto nem sempre descreve com precisdo um calculo. Esse fator esta associado
a ordem de grandeza dos niumeros envolvidos. Por esse motivo, utilizamos também um outro tipo de
erro para essa analise, o erro relativo.

O erro relativo é definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado. Matematicamente,

_BA_a*-s

T T

ER

e Exemplo B.4: Considere as medidas para os nimeros x = 987,3 com |EA | <0,1 ey =3,2 com |EAy| <0,1.
Analisemos, primeiramente, o nimero x. Com o erro relativo |EA |, temos que o valor exato para x* €
(987,2; 987,4). O erro relativo para a medida x é, entdo,

|EAT| 0.1

ER, |- 2=l 2 ~1010 ¢
g z 9873

3

Por outro lado, para a medida y temos que o seu valor exato é y* € (3,1; 3,3). Portanto,

|EA"| <ol 0,031
Y 3,2

R, |-

Os valores calculados para os erros relativos das medidas x e y, nos permitem concluir que a medida x
apresenta uma exatiddo melhor do que a medida y.

B.4 Erros de arredondamento e erros de
truncamento em um sistema de ponto flutuante

Na Secdo B.2 estudamos que a representacdo de um nimero depende fundamentalmente da maquina
digital utilizada, pois seu sistema de ponto flutuante estabelecera a base de numeragao usada, o nimero
total de digitos da mantissa, os expoentes minimo e maximo, ...

Para entendermos melhor esse assunto, vamos recordar o Exemplo B.3. Nesse, a soma dos niumeros x
e y,igual a 0,107.10° em ponto flutuante normalizado, ndo possuia representagido exata no sistema de
ponto flutuante F(10, 2, -1, 2). Observe que o nimero maximo de digitos da mantissa é 2. Assim, para
que a maquina digital armazene o resultado, ela ira utilizar apenas dois digitos na mantissa e, utilizando
algum critério pré-especificado, descartar o dltimo digito . Caro estudante, é assim que aparecem os
erros de truncamento e erros de arredondamento.

No truncamento, os digitos que excedem o nimero maximo de digitos da mantissa sdo simplesmente
descartados (desprezados). Assim, o numero 0,107.10° serd armazenado, por truncamento, como
0,10.10°.

No arredondamento, o primeiro digito que excede o nimero total de digitos da mantissa é levado
em consideracdo para definir o armazenamento. A forma de arredondamento mais utilizada é o
arredondamento simétrico. Nesse, o sistema prevé que o ultimo digito armazenavel pela mantissa é:



e mantido se o digito apds si estiver entre 0 e 4;
e aumenta em uma unidade se o digito apds si estiver entre 5 e 9.

e Exemplo B.5: Considere o sistema de ponto flutuante F(10, 3, -5, 5). O nimero 3648 é armazenado, por
arredondamento, como 0,365.10% Por sua vez, o nimero 423,2 é armazenado, por arredondamento, como
0,423.10%.

Analise de erro nas operacoes aritmeéticas de
ponto flutuante

Dada uma sequéncia de operagdes aritméticas, por exemplo, (a + b)(c - d) + e, em termos de calculo
digital, torna-se importante para nds termos no¢do como 0s erros numeéricos se propagam ao longo das
operacdes aritméticas.

0 erro numérico total em operagdes aritméticas é composto pelo erro de armazenamento das parcelas,
ou fatores, mais o erro de armazenamento dos resultados parciais das operagdes.

Os exemplos a seguir irdo ilustrar para vocé estudante como os erros numéricos se propagam em
operacoes aritméticas de ponto flutuante. Para esses exemplos, considere o sistema de ponto flutuante
F(10, 4,-5,5) e os nimeros x = 642,8 e y = 31,67. E importante que observemos que ambos os nimeros
possuem representacido exata no sistema de ponto flutuante, isto é, x = 0,6428.103e y = 0,3167.102
e Exemplo B.6: Andlise do erro na operacao de adi¢do, ou seja, em x + y.
Para a operagdo de adicdo em aritmética de ponto flutuante é necessario realizar o alinhamento dos pontos
decimais dos numeros. Para isso, a mantissa do numero de menor expoente tem que ser deslocada para a direita.

Esse deslocamento corresponde a um numero de casas decimais igual a diferenca entre os dois expoentes.
Portanto, para a adicdo temos que:

z=06128.10° e y=0,03167.10°
@+ y— (0,6428 + 0,03167).10° = 0,67447.10°

Esse é o resultado exato da adi¢cdo. Como o sistema de ponto flutuante aceita apenas 4 digitos na mantissa, o
resultado da adigdo sera:

e 0,6744.103% em caso de truncamento;

e 0,6745.103% em caso de arredondamento.

e Exemplo B.7: Andlise do erro na operagdo de multiplicagdo, ou seja, em x x y. Para essa operagao aritmética, temos
que:

z x y = 0,6428.10° x 0,3167.10* = 0,20357476.10°

Dessa forma, no sistema de ponto flutuante dado, temos que:
e xxy=0,2035.10° em caso de truncamento;
e xxy=0,2036.10°, em caso de arredondamento.

Os Exemplos B.6 e B.7 reforcam o que ja tinhamos observado no Exemplo B.3, isto é, mesmo que os
operandos estejam representados exatamente no sistema de ponto flutuante, ndo podemos esperar que
o resultado armazenado seja exato.
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e Exemplo B.8: Considere os nimeros z= 16,47 e t = 3,291. As operagGes de adicdo e multiplicagdo apresentam

como resultados exatos:
z+ t= 19,761

z x t= 54,20277

Agora, considere duas maquinas com sistema de ponto flutuante F(10, 3, -5, 5) e que armazenem os niimeros
utilizando, respectivamente, truncamento e arredondamento.

Analisemos, inicialmente, essas operacées na maquina digital que realiza o armazenamento por truncamento.
Nessa maquina, temos que z = 0,164.10%, t = 0,329.10%, x + y = 0,197.10% e x x y = 0,539.10%. Portanto, os erros
relativos sdo iguais a:

ERadigﬁo = 0131% € EB’multip].ica.gﬁo = 0:56%

Agora, vamos analisar a maquina que realiza armazenamento por arredondamento. Nesse caso, temos que
z=0,165.10% t = 0,329.10%, x + y = 0,198.10% e x x y = 0,543.102 Portanto, os erros relativos sdo iguais a:

ERadi;aio = 0120% € ER’multip].ica.(;a’.o = 0718%

Do Exemplo B.8, podemos concluir que a maquina que realiza o armazenamento por arredondamento
apresenta erros relativos menores.

Agora, chegou a hora de testarmos o0s nossos conhecimentos.



Lista de exercicios

1. Considere o sistema de ponto flutuante F(2, 2, -2, 3).

b. Exiba todos os numeros representdveis nesse sistema e coloque-os sobre um eixo ordenado.
c.  Qual o maior nimero na base 10 que pode ser representado nesse sistema?
d. Qual o menor nimero positivo na base 10 que pode ser representado nesse sistema?

2. Considere o sistema de ponto flutuante F(3, 3, -2, 3). Quais das afirmacOes abaixo sdo verdadeiras? Para
as que forem falsas, dizer como seriam corretas.
( ) No sistema dado, podemos representar 220 nimeros.

() O maior nimero positivo desse sistema é 25 .

)

() O menor nimero positivo desse sistema é (%)10'
)
)

A representagdo de 7, no sistema dado ¢ 0,210.3%.
O nuimero 28, ndo pode ser representado no sistema.

(
(
3. Considere o sistema de ponto flutuante F(10, 4, -5, 5). Pede-se:

a. Qual o menor nimero e o maior nimero em maodulo representados nessa maquina?

b. Como sera armazenado o nimero 73758 nessa maquina, se for usado arredondamento? E se for usado
truncamento?

c. Sea=42450e b =3, qual o resultado de a + b?

d. Qual oresultado da soma

10
S =42450 + % 3
i=1

nessa maquina?

e. Idem paraasoma

10
S = z 3 + 42450

i=1
(Obviamente, o resultado deveria ser o mesmo. Porém, as operagGes devem ser realizadas na ordem em que
aparecem, o que conduzira a resultados diferentes).

4. E possivel existir um sistema de ponto flutuante com e =-2,e,=5,n=2ecom 37 elementos? Justifique.

a. Caso afirmativo, qual a base desse sistema?
b.  Caso negativo, qual o menor nimero de elementos de um sistema que podemos ter com esses dados?

5. Seja o sistema de ponto flutuante F(10, 4,-10, 11) e os nimeros x = 72370, y = 21,45.105 e 2= 2,585. Efetue
as operagoes indicadas e calcule o erro relativo no resultado. Considere que a maquina digital armazena os
numeros por arredondamento.

a. x+y+z
b. x-y-z
c. Xty

d xxy=+z
e. xx(y+2)

6. Resolva a equacgdo 3x?- 2x -1 =0 em um sistema de ponto flutuante F(10, 2, -2, 2) com arredondamento.
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CONJUNTOS
C.1 INTRODUCAO

A teoria dos conjuntos é um dos principais pilares da matematica. A grande maioria dos conceitos
utilizados em matematica e em ciéncia da computacio pode ser adequadamente expressa na linguagem
dos conjuntos. Por sua vez, operacdes podem ser aplicadas a conjuntos de modo a produzir novos
conjuntos. A maior parte dos conjuntos que interessam para cientistas da computacdo é finita ou
enumeravel, mas ainda existe um grande nimero de conjuntos que possuem tantos elementos que ndo
sdo passiveis de serem enumerados.

C.2 NOCAO DE CONJUNTOS

Defini¢cdes sdo importantes em qualquer ciéncia porque contribuem para a comunicacao precisa. Porém,
noés nao iremos definir o termo conjunto, e sim, utilizaremos a ideia intuitiva de que um conjunto é uma
colecdo de objetos. Sendo assim, todos os objetos em um conjunto possuem uma propriedade comum
que os identifica como pertencentes ao conjunto. Outros objetos que ndo possuam essa propriedade,
nao pertencem ao conjunto.

C.3 NOTACAO DE CONJUNTOS

Nds iremos utilizar letras maitsculas para denotar conjuntos, letras minusculas para caracterizar os
elementos do conjunto e o simbolo € para denotar a pertinéncia de um elemento a um conjunto. Dessa
forma, a € A significa que o elemento a pertence ao conjunto 4, ou a é um elemento do conjunto A.

Por outro lado, para caracterizarmos que um objeto nio pertence a um conjunto, utilizaremos o simbolo
€. Assim, b ¢ A significa que o elemento b ndo pertence ao conjunto A.

C.4 DESCRICAO DE CONJUNTOS

Para que possamos descrever um determinado conjunto, temos que identificar de forma inequivoca os
seus elementos. Baseados, nessa premissa, podemos utilizar basicamente duas diferentes maneiras para
a descri¢do de conjuntos na teoria matematica. Iremos estuda-las a seguir.

POR LISTA

Isso é conseguido simplesmente listando, entre chaves, todos os elementos que compdem o conjunto.
Um exemplo de descri¢do de um conjunto por lista é o conjunto que contém alguns animais domésticos,
isto é,

A = {gato, cachorro, passarinho}

Observe que nessa descri¢do, os elementos do conjunto ndo apresentam nenhuma ordem, de modo que
{cachorro, gato, passarinho} é o mesmo que {passarinho, cachorro, gato}. Além disso, cada elemento do
conjunto é listado uma tnica vez.
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Essamaneira de descrever um conjunto é adequada para conjuntos finitos (possuem um nimero limitado
de elementos) e que possuam poucos elementos. Por outro lado, embora seja impossivel listar todos
os elementos de um conjunto infinito, para alguns tipos de conjuntos infinitos, poderiamos informar
a forma geral indicando os seus primeiros elementos. Por exemplo, para o conjunto A dos nimeros
inteiros impares, a sua lista é A = {1, 3, 5, 7, ...}. Embora, isso possa ser utilizado, existe o perigo de que
nds nao percebamos a forma geral que a pessoa que descreveu o conjunto queria identificar.

PELA PROPRIEDADE CARACTERISTICA
Essa forma consiste em enunciar objetivamente a propriedade que caracteriza os elementos do conjunto.
Por exemplo, para o conjunto dos nimeros inteiros impares, temos:

A={z|z é um inteiro fmpar, z > 0}

a qual é lida como “A é o conjunto dos elementos x tal que x é um niimero inteiro impar e maior
que zero”. Geralmente, nessa descricdo, a letra x ¢ utilizada para designar um elemento qualquer do
conjunto, o simbolo | é interpretado como “tal que” e a virgula significa “e”.

e Exemplo C.1: Descreva por lista os conjuntos a seguir.

a) B={x| xéum numero inteiro, 5 < x < 9}
B={5,6,7, 8}

b) C={x| x é uma estacdo do ano}
C = {primavera, verdo, outono, inverno}

c) D={x| xéummésdoanocom 28 ou 29 dias}
D = {fevereiro}

e Exemplo C.2: Descreva pela propriedade caracteristica os conjuntos a seguir.
a) E={1,8,27,64,125}
Observando os elementos listados do conjunto E, notamos que se trata dos cubos dos nimeros de 1 a 5.
Portanto, E = {x | x € um dos cinco primeiros cubos perfeitos}.

b) F={2,3,5,67 11,13,17,..}
Primeiro, observe que o conjunto F é um conjunto com infinitos elementos. Segundo, os nimeros listados
correspondem aos numeros primos. Entdo, F = {x | x € um nimero primo}.

c¢) G ={verde, amarelo, azul, branco}
Note que as cores listadas correspondem as cores da bandeira do Brasil. Assim, G = {x | x é cor da bandeira
do Brasil}.

C.5 CONJUNTO UNIVERSO E CONJUNTO VAZIO

Em qualquer aplicagcdo da teoria dos conjuntos, os elementos de todos os conjuntos considerados
pertencem a algum conjunto maior, o qual é conhecido por conjunto universo. Por exemplo, em geometria
plana, o conjunto universo compde-se de todos os pontos do plano e, em estudos de populagdes humanas,
o conjunto universo compde-se de todas as pessoas do mundo. N6s vamos utilizar o simbolo U para
denotar o conjunto universo.

Por outro lado, vamos analisar o conjunto descrito por A = {x | x ¢ um nimero inteiro positivo, x* = 5}. Da



matematica, sabemos que nao existe nenhum nimero inteiro que elevado a quarta poténcia resulte no

numero 5. Assim, concluimos que o conjunto A ndo possui nenhum elemento, visto que nenhum nimero

inteiro satisfaz a propriedade requerida. O conjunto que ndo contém elementos é chamado de conjunto

vazio e denotado por @.

C.6 RELACOES ENTRE CONJUNTOS

ParaA={a, e u}e B={q, ¢ i, 0, u}, observamos que todo o elemento pertencente a 4, também pertence a

B. Nesses casos, dizemos que A é um subconjunto de B. Dai, temos que A é um subconjunto de B se (Vx)

(x € A - x € B), que se lé “para todo x, se x pertence a 4, implica que x pertence a B".

Se o conjunto A é um subconjunto do conjunto B, escrevemos A € B. Porém, se A C B, mas A # B (existe,

pelo menos, um elemento em B que ndo pertence a A), entdo A é dito um subconjunto préprio de B, e

escrevemos A C B.

e Exemplo C.3: Considere os conjuntos A={1, 4,9, 16}, B={4,9}e C={4, 9, 16, 25}. As seguintes proposi¢des sdo

todas verdadeiras.

A proposicdo “d” significa que o conjunto A ndo é um subconjunto do conjunto C.

o 0o T w

)
)
)
)

BcC e) 16eC
BCA f) {4,9}cB
BcA g) {4}cA
Ag¢C h) 9€A

e Exemplo C.4: Considere os conjuntos A = {x | x € um inteiro positivo, x > 8}, B={11, 13, 15,17, 19}e C={x | x é um

inteiro positivo, x < 22}. Determine se cada proposicao a seguir é verdadeira ou falsa.

a)

BccC
Verdadeira.

BcA
Verdadeira.

Ac C
Falsa. Observe, por exemplo, que os elementos 23 e 24 pertencem a A e ndo pertencem a C.

{11, 12,13} C A
Verdadeira.

6e€A
Falsa. Somente os numeros maiores ou iguais a 8 fazem parte do conjunto A.

{15,17,19,21,23}cC

Falsa. Somente os nimeros menores ou iguais a 22 fazem parte do conjunto C. Assim, o elemento 23 ndo
pertence ao conjunto C.
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C.7 CONJUNTOS DE CONJUNTOS

Para um dado conjunto A, podemos formar um novo conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de A.
Esse novo conjunto é chamado de conjunto das partes de A e denotado por §¥(A).

e Exemplo C.5: Seja o conjunto B = {1, 2, 3}. Nesse caso, temos que £(B) = {2, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Do Exemplo C.5, podemos tirar algumas conclusdes importantes. A primeira é a de que o conjunto das
partes de um conjunto sempre contera o conjunto vazio e o préprio conjunto.

A segunda conclusdo esta relacionada com a quantidade de elementos que compdem o conjunto das
partes. Observe que o conjunto B do Exemplo C.5 possui 3 elementos e que §€(B) possui 8. Assim, essa
observacdo pode ser generalizada e, para um conjunto S com n elementos, temos que o conjunto das
partes §(S) tera 2" elementos.

C.8 OPERACOES BINARIAS E UNARIAS

Inicialmente, vamos definir o termo par ordenado. Um par ordenado consiste de dois elementos
quaisquer de um conjunto listados entre parénteses. Assim, um par ordenado é denotado por (x, y),
onde x é a primeira componente e y é a segunda. A ordem das componentes é muito importante em um
par ordenado. Assim, os conjuntos {5, 6} e {6, 5} sdo iguais, mas os pares ordenados (5, 6) e (6, 5) sdo
diferentes. Nos ja trabalhamos intuitivamente com essa ideia de pares ordenados como coordenadas
para se localizar um ponto no plano. Por exemplo, a localiza¢cdo do ponto (5, 6) no plano cartesiano é
completamente diferente da localizagdo do ponto (6, 5) no mesmo plano.

Para dois pares ordenados (x, y) e (u, v), esses serdo iguais se, e somente se,x=uey=v.

e Exemplo C.6: Dado o par ordenado (3x - y, x + 2y) = (10, 8), calcule os valores de x e y. Para que haja a igualdade
entre os pares ordenados, lembre que as suas respectivas coordenadas devem ser iguais. Assim, temos que:

3z—y=10
z+2y=28

Observe que temos um sistema linear com duas incégnitas e duas equagdes, cuja solugdoéx=4ey=2.

Definicao de operacao binaria
Uma operacdo em um conjunto S é uma operacgdo binaria, denotada genericamente por o, se, para todo
par ordenado (x, y) de elementos de S, x o y existe, é Unica e pertence a S.

As condigdes de que x - y existe e é Unica equivale a dizer que a operacdo x o y esta bem definida. A condi¢cdo
de que x o y sempre pertence a S é interpretada dizendo-se que S é fechado em relagdo a operacdo e.

Como exemplos de operagdes binarias, podemos citar as operacdes de adi¢ao, subtracao e multiplicacao
no conjunto dos nimeros inteiros Z. Assim, ao efetuarmos a operacao de adi¢cdo entre dois nimeros
inteiros x e y, x + y existe, é Uinico e pertence ao conjunto Z.

Por outro lado, a operacao de divisao ndo é uma operacgao binaria em Z, pois x + 0 ndo existe. Da mesma
forma, a operacao de subtracao ndo é uma operagao binaria no conjunto dos nimeros naturais N, pois N
ndo é fechado em relagdo a subtragdo (1 - 2 ¢ N).



Considere a operagdo x ° y definida em N por:

L, sex>3
Toy=
0, sex <3

Observe que, pela primeira parte da definicdo de x - y, 3 - 1 = 1, porém, pela segunda parte, 3 - 1 = 0.

Assim, a operacgdo - ndo esta bem definida em N e, por conseguinte, a operacdo ° ndo é uma operacao

bindaria.

Definicao de operacao unaria
Uma operagdo em um conjunto S é uma operacao undria, denotada genericamente por #, quando é
verdade que x* é bem definida para todo x em S e que S é fechado em relacdo a #. Em outras palavras,

qualquer que seja x € S, x* existe, é Unico e pertence a S. Caso uma dessas condi¢Ges falhe, ndo teremos

uma operac¢do undria.
Por exemplo, considere a operacdo unaria definida por x* = -x, de modo que x* é o negativo de x. A

operacdo # é uma operagdo unaria no conjunto Z, entretanto, ndo o é em N, pois N nado é fechado em

relacdo a #.
e Exemplo C.7: Quais das expressdes a seguir ndo definem operagdes bindrias nem unarias nos conjuntos dados? Por

qué?
a)

b)

xoy=x+y;S=conjunto de todos os numeros inteiros positivos.

Ndo define uma operacgdo binaria, pois S ndo é fechado em relagdo a divisado.

xoy=x+y;S=conjunto de todos os nimeros reais positivos.
E uma operac3o binaria.

x © y=x'; S = conjunto dos nimeros reais.

N3o define uma operagdo binaria, pois 0° ndo estd definido.

X oy =maximo entre x e y; S = conjunto dos numeros naturais.
Define uma operacdo bindria.

x* =Vx; S = conjunto de todos os nimeros reais positivos.
Define uma operacdo binaria.

x* = solugdo da equacdo (x*)2 = x; S = conjunto dos nimeros complexos.

Ndo define uma operacgdo unaria, pois x* ndo é Unico para x = 4, por exemplo, 22=4 e (-2)* = 4.
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C.9 OPERACOES COM CONJUNTOS

Para as defini¢des a seguir, considere que A e B sejam dois subconjuntos de um determinado conjunto

universo U.

UNIAO DE CONJUNTOS
A unido dos conjuntos A e B, denotada por A u B, é o conjunto {x | x € A ou x € B}. A Figura C.1 ilustra
graficamente a unido dos conjuntos 4 e B. Essa visualizacdo é conhecida como diagrama de Venn. A area

hachurada corresponde a unido dos conjuntos 4 e B.

iy

Figira 227 - Piagrema 4 e rara g nrids e dns ssnporine
bl dudsaly

INTERSEQAO DE CONJUNTOS
A intersecdo dos conjuntos A e B, denotada por AnB, é o conjunto {x | x € Aex e B}. AFiguraC.2 éo
diagrama de Venn para a intersecdo dos conjuntos A e B. A area hachurada corresponde a intersecdo dos

conjuntos.

iy

Figira 220 - Diagrema 45 e rara girksssgbn s deicrmrarkoa
bl dudsaly



COMPLEMENTO DE UM CONJUNTO

O complemento de um conjunto 4, denotado por A’, é o conjunto {x | x € U e x ¢ A}. A figura C.3 ilustra o
complemento do conjunto A através do diagrama de Venn. A drea hachurada corresponde ao complemento
do conjunto A.

I

Figura 25 Mpggrarma e Wenn para moprescin de g ersnin de mm rmprin
SRR T |

DIFERENCA ENTRE CONJUNTOS
A diferencga entre os conjuntos A e B, denotada por 4 - B, é o conjunto {x | x€ A e x ¢ B}. A Figura C.4 mostra
o diagrama de Venn para a operacio de diferenca entre conjuntos. A drea hachurada corresponde a 4 - B.

U

FimCo Dagramade oo pam aopoiaclod - E.
“rrde - 47 AL

CONJUNTOS DISJUNTOS

Dois conjuntos 4 e B sdo ditos disjuntos se A n B = @. Assim, temos que A - B e B - A sdo conjuntos
disjuntos.

PRODUTO CARTESIANO

0 produto cartesiano de dois conjuntos A e B, denotado por A x B, é o conjunto {(x,y) | x€ Aey € B}.
Assim, o produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os pares ordenados com
primeira componente em A e a segunda em B.

e Exemplo C.8: Sejam os subconjuntos A={1,3,5,7}eB={2, 3,4,5, 6,8} do conjunto universo U = nimeros inteiros
positivos. Para, esses conjuntos, temos que:
AuB={1,23,4,5,6,7, 8}

A n B={3, 5}
A' = conjunto dos niUmeros inteiros positivos com exce¢ao dos numeros 1, 3,5e 7
B' = conjunto dos nimeros inteiros positivos com excecdo dos numeros 2, 3,4,5,6¢e 8

A-B={1,7}
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B-A={2,4,6,38}

AxB={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,8),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3, 6), (3, 8), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5,
6),(5,8),(7,2),(7,3),(7,4),(7,5),(7,6), (7, 8)}

BxA={(2,1),(2,3),(2,5),(27),(3,1),(3,3),(3,5),(3,7), (4,1),(4,3),(4,5),(4,7),(51),(53),(55), (5, 7), (6,
1), (6,3), (6, 5), (6,7), (8,1), (8,3),(8,5), (8, 7)}

C.10 IDENTIDADES ENVOLVENDO CONJUNTOS

Ha vérias igualdades entre conjuntos envolvendo as opera¢des de unido, intersecdo, diferenca e
complementacao que sdo validas para quaisquer subconjuntos de um dado conjunto S. Essas igualdades
sdo conhecidas como identidades.

A seguir, serdo listadas as identidades basicas envolvendo conjuntos.
Comutatividade: AU B=BU A
ANnB=EBnA

Associatividade: AUBUC=ALBJC=4A0BUC
ANBNC=Ar(BhCl=4ArBnd<

Distributividade: AU (BN O =AU B N{AU O
ANBUO=(ANBUANO

Existéncia de elemento neutro: 4 U & = 4

ANS=A

Propriedades do complemento: 4 1 A" — §
ANA =@

e Exemplo C.9: Usando as identidades basicas entre conjuntos, mostre que a igualdade [Cn (AuB)Ju[(AuB)nC']=
A u B é verdadeira.

Vamos comecar pelo lado esquerdo da igualdade. Primeiramente, utilizando a identidade da comutatividade, obtemos
[(AuB)nClu[(AuB)nC

Agora, usando a propriedade da distributividade, obtemos

(AuB)n(CucC)

Recordando a propriedade da operagao de complemento, obtemos

(AuB)nS

E, finalmente, pela propriedade da existéncia de elemento neutro, chegamos a

AuB

Prova concluida.



C.11 CONJUNTOS CONTAVEIS ENAO-CONTAVEIS

Em um conjunto finito 4, sempre podemos designar um elemento como sendo o primeiro, a,, um outro
como sendo o segundo, a,, e assim por diante. Se existem n elementos no conjunto, entio eles podem ser
listados na ordema,, a,, .., a . Essa lista representa todo o conjunto.

0 numero de elementos em um conjunto finito é a cardinalidade do conjunto.

No caso de conjuntos infinitos, podemos ainda, em alguns casos, selecionar um primeiro elemento a,,
um segundo, a,, e assim por diante, de modo que a lista a, a,, a,, .., representa todos os elementos do
conjunto. Tal conjunto infinito é dito enumerdvel.

Os conjuntos finitos e os conjuntos enumeraveis sdo conjuntos contaveis, pois podemos contar, ou
enumerar, todos os seus elementos.

Atencao

Ser um conjunto contavel nao significa que somos capazes de dizer qual o numero total de elementos no
conjunto (sua cardinalidade); significa que podemos identificar quem é o primeiro elemento, o segundo, e
assim por diante.

Um exemplo de conjunto enumeravel é o conjunto dos nimeros naturais N. Para provar que o conjunto N é
enumerdvel, basta que mostremos uma forma de listar os seus componentes, ou seja,

0,1,2,3,4,5,6, ...
Por outro lado, o conjunto dos numeros reais R é ndo-enumeravel. Podemos observar que entre quaisquer dois

numeros reais sempre existira outro. Isso impossibilita a listagem dos seus elementos, tornando-o um conjunto
ndo-enumeravel.
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Descreva cada um dos conjuntos listando os seus elementos.
{x|x € N, x? <25}

{x| xe N, xépar, -2 <x< 11}

{x|xe R, x*=-1}

{x | x € um dos estados da Regido Sul do Brasil}

e){x|xeZ |x| <4}

® oo oo

2. Descreva os conjuntos na forma de propriedade caracteristica.
{1I 2[ 3[ 4[ 5}

{2,4,6,8, 10, ...}

{Melchior, Gaspar, Balthazar}

{0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, ...}

oo oo

3. Dados os conjuntos A={x | x € N, 1 < x <50}, B={x|x € R, 1 <x<50}e C={x | x € Z, |x| = 25}. Quais
afirmac0es sdo verdadeiras? Para as que nao forem, por qué?

ACB

17€e A

AcCC

-40e C

{0,1,2}CcA

{x|x € Z, x> > 625}

I I - S T - )

4. SejamR={1, 3, m, 4,9, 10}, S={{1}, 3, 9, 10}, T={1, 3, n} e U={{1, 3, i}, 1}. Quais afirmac¢des sdo verdadeiras?
Para as que nao forem, por qué?

SCR

l1eR

l1eS

TcR

TCU

TeU

TCR

m*0o oo oW

5. Encontre ©(S) se S ={1, 2, 3, 4}. Quantos elementos ¥(S) possui?
6. O que se pode afirmar sobre A se ©(A) = {3, {x}, {y}, {x, y}}?

7. Quais das expressGes definem operagdes bindrias ou undrias nos conjuntos dados? Para as que nao
definem, por qué?

xoy=x+1;S=N
b. xoy=x+y-1;S=N

x-1 se x é impar
C. Xoy = , S=2Z
X se x é par

x*=Inx;S=R
xt=x%S=17



8. SejamA={a,b,c, d},B={c, e ffeC={a, d, e g} subconjuntosde S={a, b, ¢, d, e, f, g}. Determine :
BnC

AuC

Al

AnBnC

B-C

(AuB)

AxB

(AuC)nB'

S 0 o0 T W

9. Sejam P={2,4,5,6,8}, R={1,6,8,10} e T={x|x € Z, 2x<5} subconjuntos de S={0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Determine

AuUB

AnB

AnC

BuC

A-B
(B-A)'n(A-B)
BxC

@m0 oo oW

10. A, B e Csdo subconjuntos de um conjunto S. Prove as identidades a seguir.

a. An(BUuA)=BnA
b. (AuB)n(AuB')=A
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RELACOES







RELACOES
D.1 INTRODUCAO

Nds estamos familiarizados com muitas relagdes que sdo utilizadas em matemadtica e ciéncia da

” o« T4 » oz » o«

computacdo. Por exemplo, “menor que”, “maior que”, “é ortogonal a”, “é um subconjunto de”, “pertence

”

a’ ..

De certa forma, essas relacdes consideram a existéncia de uma conexdo entre pares de objetos que sdo
comparados em uma ordem predefinida. Formalmente, nés definimos uma relacdo em termos desses
“pares ordenados”.

Na teoria da ciéncia da computacdo, existem trés tipos de relacdo que sido muito importantes:

e relagdes binarias;

e relagOes de equivaléncia;

e funcgodes.

As duas primeiras serdo estudadas e discutidas nessa unidade. As relacdes funcionais serdo apresentadas
na Unidade E.

Como apresentado anteriormente, as relacdes sdo definidas em termos de pares ordenados (a, b) de
elementos, onde a é o primeiro elemento e b, o segundo. Nao esquecamos, da Unidade C, que

(a,b) = (c,d)

se,esomentese,a=ceb=d.

D.2 RELACOES BINARIAS

Definicao
Dado um conjunto S, uma relacdo bindria em S é um subconjunto de S x S (um conjunto de pares
ordenados de S).

Vamos recordar a Unidade C. O produto cartesiano de um conjunto S com ele mesmo, S x S, é o conjunto
de todos os pares ordenados de elementos de S. Por exemplo, se S ={a, b, c}, entdo

Sx 8 ={(a,a),(a,b),(a,c),(ba),(,b),(bec)(ca)lcb),(cc)}

Se estivéssemos interessados na relacao de igualdade, entdo (a, a), (b, b) e (¢, c) seriam os elementos de
S x S escolhidos, ou seja, os Unicos pares ordenados que satisfazem a relacdo desejada (componentes
iguais). Podemos afirmar que os pares ordenados (x, y) sdo aqueles que satisfazem x = y.

Assim, genericamente, podemos utilizar a notacdo x p y com o significado de que o par ordenado (x,
y) satisfaz a relacdo p. A relacdo p pode ser descrita em termos de palavras ou listando-se os pares
ordenados que a satisfazem.
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Matematicamente, temos que

zpy < (z,y) €p

Em geral, uma relacdo binaria é definida por uma descrigcdo. Essa descri¢do caracteriza os elementos
pertencentes arelacdo, ou seja, um predicado bindrio que é satisfeito por determinados pares ordenados.

Nos exemplos a seguir, considere S = {1, 2}. Entdo, Sx S={(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.

e Exemplo D.1: Seja a relagdo pem Sdada porxpy < x+y é par. Entdo, (1,1) € pe (2, 2) € p.

e Exemplo D.2: A relagdo p é definida em S por p ={(1, 2), (2, 2)}, entdo 1 p 2 e 2 p 2 sdo verdadeiras, porém, 1 p 1
ndo o é.

RELAGOES ENTRE CONJUNTOS DIFERENTES

Definicao
Dados dois conjuntos S e T, uma relagdo binaria de S para T é um subconjunto de S x T.

e Exemplo D.3: Sejam S={1,2,3} e T={7,8,9}. O conjunto {(1,7), (2,8), (3,9)} é formado por elementos de S x T, logo é
uma relacdo binaria de S para T.

e Exemplo D.4: Para as relagGes bindrias p a seguir, quais entre os pares ordenados listados pertencem a relagao?
a) xpyey=x+1;(1,2),(1,3),(23),(24)
(1,2)epe(2,3)ep

b) xpy< yémlltiplodex;(1,2),(1,3),(2,3), (2, 4)
(1,2)ep, (1,3)epe(2,4)ep

c) xpyey>x34(1,2),(1,3),(2,3),(2,4)
(1,2)epe(1,3)ep

Se p éumarelacdo binaria em S, entdo p consiste em um conjunto de pares ordenados (x, y). Dada uma primeira
componente x, ou uma segunda componente y, podem ser formados varios pares pertencentes a relacao.

A relacdo é um para um se cada primeira componente e cada segunda componente aparece uma Unica vez
narelacdo. Arelacdo é um para muitos se alguma primeira componente aparece mais de uma vez. A relagio
é dita muitos para um se alguma segunda componente aparece mais de uma vez. E, a relagdo é muitos para
muitos se pelo menos uma primeira componente aparece em mais de um par e pelo menos uma segunda
componente aparece em mais de um par. A Figura D.1 ilustra esses tipos de relacao do ponto de vista
grafico. Observe que nem todos os valores em S precisam ser componentes de algum par ordenado em p.
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PROPRIEDADES DE RELAGOES

Definicao
Uma relacdo binaria p em um conjunto S é:
e reflexiva: (vx) (xe S = (x, x) € p)
e simétrica: (Vx) (Vy) (xeSryeSAr(x,y)ep—=>(y,x)€p)
e transitiva: (vVx) (Vy) (V2) (xeSryeSrzeSA(x,y)ep™(y,z)ep—> (x,2) €p)

e Exemplo D.5: Considere a relacdo de igualdade, x p y <> x =y, em um conjunto S. Ela é reflexiva, pois, para
qualquer x € S, x = x, ou seja, (x, x) € p.

Ela é simétrica, pois, para quaisquer x, y € S, se x =y, entdo y = x, ou seja, (x, y) € p = (y, X) € p.
Ela também é transitiva, pois, para quaisquerx, y,z€ S,sex=yey =z entdox=z,0useja, [(x,y)epe(y, z) e p] >

(x, z) € p.

e Exemplo D.6: Considere a relagdo “<” no conjunto N. Essa relacdo é reflexiva porque, para qualquer inteiro nao-
negativo x, x < x. Ela também é transitiva porque, para quaisquerx, y,ze N,sex<yey<z entdox <z

Porém, ela ndo é simétrica porque 3 <4 ndo implica em que 4 < 3. Em verdade, para quaisquer xey e N,sex <y
ey <x, entdo x = y. Essa propriedade é chamada de anti-simétrica. Matematicamente, podemos escrever que (Vvx)
(Vy)(xeSryeSrh(xy)ep™(y,x)ep>x=y)

e Exemplo D.7: Considere o conjunto S = {a, b, c, d}.
a) Seuma relacdo em S é reflexiva, quais pares ordenados pertencem a relagao?
(a, a), (b, b), (c, c), (d, d)

b) Se uma relagdo em S é simétrica e se (a, b) € p, que outros pares ordenados pertencem a p?
(b, a)

c¢) Seuma relagdo em S é anti-simétrica e se (a, b) € p e (b, a) € p, 0 que é necessario acontecer?
a=b

Observacao: as propriedades de simetria e anti-simetria para relacdes binarias ndo sio o oposto
uma da outra, como poderia parecer pelos seus nomes. Anti-simétrica ndo significa “ndo-simétrica”.
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Uma relagdo é ndo-simétrica se algum (x, y) pertencer a relacao e (y, x) nao. Portanto, as relacdes podem
ser simétricas e anti-simétricas, anti-simétricas e ndo-simétricas, podem ser simétricas e anti-simétricas,
ou ainda podem ndo ser nem simétricas nem anti-simétricas. Por exemplo, a relagdo de igualdade em
um conjunto S é simultaneamente simétrica e anti-simétrica. Por outro lado, a relacdo p = {(a, €), (e, a),
(a, 1)} no conjunto S = {q, e, i} ndo é nem simétrica, (a, i) pertence a relagdo, porém (i, a) ndo; nem anti-
simétrica, (a, e) e (e, a) pertencem, mas a # e.

e Exemplo D.8: Analise as relagGes bindrias no conjunto S e determine se sao reflexivas, simétricas, anti-simétricas ou
transitivas.
a) S=N;xpy<>x+yépar
p é reflexiva, simétrica e transitiva.

b) S =7"(conjunto dos nimeros inteiros positivos); x p y <> x divide y.
p é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

c) S=conjunto de todas as retas no plano; x p y <> x é paralela a y ou x coincide com y.
p é reflexiva, simétrica e transitiva.

d) S=N;xpyex=y>2~.

p é anti-simétrica.

e) S={0,1hxpy«cx=y~.
p é reflexiva, simétrica, anti-simétrica e transitiva.

f)  S={x|x é uma pessoa que mora em Passo Fundo}; x p y <> x é mais velho do que y.
p é anti-simétrica e transitiva.

g) S={x| xéumalunoem suaturma}; x p y < x senta-se na mesma fila que y.
p é reflexiva, simétrica e transitiva.

h) S={a,b,c}p={(a,a), (b, b), (cc),(a,b), (b, a)}
p é reflexiva, simétrica e transitiva.

D.3 ORDENS PARCIAIS

Definicao
Uma relacdo binaria em um conjunto S que seja reflexiva, anti-simétrica e transitiva é denominada de
ordem parcial em S.

Para ilustrar a definicdo anterior, as relagdes a seguir sdo ordens parciais.

Q

) EmN;xpy«<x<y

) Em®(N);ApB—ACB
)

)

o O

EmZ%; xpy <> xdivide y

o

Em{0, 1 xpy <> x=y?

Se p é uma ordem parcial em S, entdo o par ordenado (S, p) é denominado conjunto parcialmente
ordenado. Utilizaremos a notacao (S, <) para um conjunto parcialmente ordenado qualquer.



Seja (S, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se x < y, entdo ou x = y ou x # y. Se X <y mas X%y,
escrevemos x<y e dizemos que x é um predecessor de y ou que y é um sucessor de x. Um dado y pode
ter muitos predecessores, mas se x <y e se ndo existe nenhum z com x < z < y, entdo x é um predecessor
imediato de y.
e Exemplo D.9: Considere a relagdo “x divide y” em {1, 2, 3, 6, 12, 18}.
a) Escreva os pares ordenados (x, y) pertencentes a relagdo.
(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(1,12),(12,18), (2, 2), (2, 6), (2, 12), (2, 18), (3, 3), (3, 6), (3, 12), (3, 18), (6, 6),
(6,12), (6, 18), (12, 12), (18, 18).

b) Escreva os predecessores de 6.
1,2,3

c) Escreva os predecessores imediatos de 6.
2,3

Se S for finito, podemos representar visualmente um conjunto parcialmente ordenado (S, <) por um
diagrama de Hasse. Cada elemento de S é representado por um ponto, denominado né ou vértice do
diagrama. Se x é um predecessor imediato de y, o n6 que representa y é colocado acima do né que
representa x e os dois nos sao ligados por um segmento de reta.

e Exemplo D.10: considere ©({1, 2}) com a rela¢do de inclusdo de conjuntos. Esse é um conjunto parcialmente

ordenado. Os elementos de ©({1, 2}) sdo &, {1}, {2} e {1, 2}. A relagdo binaria C consiste nos seguintes pares

ordenados:

(@, 2), (2,{1}), (2, {2}), (2, {1, 2}), ({1}, {1}), ({2}, {1, 2}), ({2}, {2}), ({2}, {1, 2}), ({2, 2}, {1, 2})

0 diagrama de Hasse desse conjunto parcialmente ordenado estd mostrado na Figura D.2. E importante
observar que embora @ nio seja um predecessor imediato de {1, 2}, ele é um predecessor de {1, 2}.

Figira C.2 Diagrama de Hasspara o cawurta parclalnzme ordonada da Essoophe 010
“eris s Avir

e Exemplo D.11: Construa o diagrama de Hasse para o conjunto parcialmente ordenado do Exemplo D.9.
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O diagrama de Hasse de um conjunto parcialmente ordenado contém todas as informacdes sobre a
ordem parcial. Assim, podemos obter o conjunto de pares ordenados a partir do diagrama. Os segmentos
de reta indicam os predecessores e sucessores. Podemos completar o resto utilizando as propriedades

da reflexividade e da transitividade.Exemplo D.12: Determine o conjunto de pares ordenados da ordem parcial
dada pelo seu diagrama de Hasse (Figura D.4).

¥ O

Feia L4 Cilgiamadz Hagse doorden parcial do Eoxoopbo T L3,
“pres Az Avir-

O conjunto dos pares ordenados da ordem parcial sdo
{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6, 6), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (4, 5)}

D.4 RELACOES DE EQUIVALENCIA

Defini¢cdo: uma relacdo binaria em um conjunto S que seja reflexiva, simétrica e transitiva é denominada
de relacdo de equivaléncia em S. Exemplos de relagdes de equivaléncia:

a) Em qualquer conjunto S, xpy <> x=y.

b) EmN,xpy < x+yépar

c) No conjunto de todas as retas no plano, x p y <> x é paralela ou coincide com y.
d) Em{0, 1}, xpy < x=y~.

e) Em {x|xéum aluno em sua turma}, x p y <> x senta-se na mesma fila que y.

f) Em{a, b, c}, p={(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a)}.

Iremos abordar agora uma caracteristica importante das relacdes de equivaléncia. Considere o exemplo
“e” acima. Ao agruparmos todos os alunos no conjunto S que estao relacionados entre si, chegamos a
Figura D.5. N6s dividimos o conjunto S em subconjuntos de modo que todos na turma pertencem a um,

e apenas um, subconjunto.
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Definicao

Uma particdo de um conjunto S é uma decomposicao de S em subconjuntos ndo vazios tais que todo
o elemento de S pertence a um, e apenas um, desses subconjuntos. A cada um desses subconjuntos
chamamos elementos da particao.

Assim, qualquer relacdo de equivaléncia divide o conjunto onde estd definida em uma parti¢do. Os
subconjuntos que compdem a particao sdo formados agrupando-se os elementos relacionados.

Se p é uma relagdo de equivaléncia em um conjunto S e se x € S, denotamos por [x] o conjunto de todos
os elementos relacionados a x em S e esse conjunto é chamado de classe de equivaléncia de x. Portanto,

[z]={ylyeSArz py}

« n

No caso do exemplo “e” anterior, suponha que os alunos Anténio, Carla, José e Bianca sentem na mesma
fila. Entdo, [Antonio] = {Carla, José, Bianca}. Temos ainda que [Antdnio] = [Carla] = [José] = [Biancal].
Essas ndo sdo classes distintas, mas a mesma classe com diferentes nomes. Uma classe de equivaléncia

pode usar o nome de qualquer um dos seus elementos.

Teorema

Uma relacdo de equivaléncia p em um conjunto S define uma particdo de S e uma particdo de S define

uma relacdo de equivaléncia em S.

e Exemplo D.13: vamos considerar a relagdo de equivalénciaem N, x p y <> x + y é par. Essa relagdo divide o conjunto N
em duas classes de equivaléncia. Se x é um nimero par, entdo, para todo o nimero par y, x +y é par e y € [x]. Todos

0s numeros pares formam uma classe de equivaléncia. Por outro lado, se x é impar, entdo, para todo o nimero impar
Y, X+y éparey e [x]. Todos os numeros impares formam a segunda classe de equivaléncia. A particdo pode ser

representada como mostrado na Figura D.6.
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Fundamentos Matematicos da Computacéao

Observe que uma classe de equivaléncia pode ter mais de um nome. No Exemplo D.13, [2] = [100] = [1048] e
[1]1=[277] = [2359].

e Exemplo D.14: No conjunto {a, b, c}, p ={(a, a), (b, b), (c, ¢), (a, b), (b, a)}, descreva as classes de equivaléncia.

[a] = [b] ={a, b} e [c] = {c}

A Tabela D.1 apresenta um resumo sobre as caracteristicas importantes de ordens parciais e de relacdes

de equivaléncia.

Fomento ao Uso das Tecnologias da Informacao e Comunicagao

Tipo de relagao Reflexiva  Simétrica  Anti-simétrica Transitiva Caracteristica
binaria importante
Ordem parcial Sim Nao Sim Sim Predecessor e
sucessor
Relagdo de Sim Sim Nao Sim Dete.rrpina uma
equivaléncia parti¢ao

Tabela D.1 Caracteristicas importantes das ordens parciais e das relagbes de equivaléncia.

LISTA DE EXERCICIOS

1. Para as relagGes binarias p a seguir, definidas em N, determine quais pares ordenados pertencem a p.
a. xpyerx+y<6;(1,1),(1,4),(1,5),(2,3),3,2),3,3)
b. xpyeox=y+1;(0,1),(3,2),(3,3),(43),(5,4),(5,2)
c. xpy< xéum cubo perfeito; (1,1),(1,4),(2,8),(2,9),(3,9),(3,27)

2. Quais dos pares ordenados satisfazem a relagdo p?

a. péumarelagdobindriaemZ, xpy < x=-y;(1,-1), (2, 2), (-3, 3), (-4, -4)
b. péumarelacdo bindriaem N, x p y <> x é primo; (19, 7), (21, 4), (33, 13), (41, 16)
c. péumarelagdo bindriaem Q,xpy < x<1/y; (1, 2), (-3, -5), (-4, 172), (1/2, 1/4)

3. Para as relagdes binarias em R, desenhe uma figura que mostre a regido do plano que a descreve.

a. xpyex<2
b. xpyex=y-1
C. Xpy<exz2y

4. Para as figuras a seguir, escreva a relagao bindria que descreve a area sombreada.

a) b) y

54



5. Determine quais das relacGes é um para um, um para muitos, muitos para um ou muitos para muitos.

W oo oW

S=N,p={
S=N,p={

1,2),(1,4),(1,6),(2,3),(4,3)}
9,7),(6,5),(3,6),(8,5)}

S=N, p={(12,5),(8,4),(6,3),(7,12)}
S=N,p={(2,7),(8,4),(2,5),(7,6), (10, 1)}
S=N,xpye—x=y+l

===

S = conjunto de todas as mulheres em Passo Fundo, x p y <> x é filhade y
S=R,xpy<—x=1

6. Seja S={0, 1, 2, 4, 6}. Identifique se as relacdes bindrias em S sdo reflexivas, simétricas, anti-simétricas

ou transitivas.

o 0 T o

p=1{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(6,6),(0,1),(1, 2), (2, 4), (4, 6)}
p=1{(0,1),(1,0), (2, 4), (4, 2), (4, 6), (6, 4)}
p=1{(0,1),(1,2),(0,2),(2,0),(21),(1,0),(0,0),(1,1), (2, 2)}
p=1{(0,0),(1,1),(2, 2), (4, 4), (6,6), (4, 6), (6, 4)}

7. Seja S o conjunto de todas as pessoas que moram no Rio Grande do Sul. Classifique as relagdes bindrias

em S em reflexivas, simétricas, anti-simétricas ou transitivas.

P a0 TP

X py <> x é mais alto do que y

X py <> xtemamesma altura que y

X py <> xécasadocomy

X Py <> X possui 0s mesmos pais que y
Xpy«>xéirmdodey

8. Construa o diagrama de Hasse para as seguintes ordens parciais.

a.

b.

S=1{1,2,3}
r={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3),(1,3)}
$=1{1,2,3,4}
r={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3)}

9. Para os diagramas de Hasse a seguir, liste os pares ordenados que pertencem a relacdo de ordem

correspondente.

a)

e b) 4 5 6 <) e

o
]

a

10. Para arelagdo de equivaléncia p = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 3), (3, 1)}, qual é o conjunto [1]? Esse conjunto

possui outro nome?
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11. Para a relacdo de equivaléncia r = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a), (a, ¢), (c, a), (¢, b), (b, c), (c, ¢), (d, d), (e, e),
(d, e), (e, d)}, qual é o conjunto [c]? E o conjunto [d]?

12. Dadas as particdes {a, b} e {c, d} do conjunto S = {a, b, ¢, d}, liste os pares ordenados pertencentes a
relacdo de equivaléncia.

13. Dadas as particGes {1, 2, 3} e {4, 5} do conjunto S = {1, 2, 3, 4, 5}, liste os pares ordenados pertencentes

a relagdo de equivaléncia.

14. Seja S =N e seja uma relagdo binaria em S definida por x p y <> x*+ y* é par. Mostre que p é uma relagdo
de equivaléncia em S e descreva as classes de equivaléncia associadas.
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FUNCOES
E.1 INTRODUCAO

Nessa unidade, nés vamos tratar de um caso especial de relagdes binarias de um conjunto S em um
conjunto T: as funcgodes. Fungdes sdo relagdes binarias nas quais para todo elemento do conjunto S

corresponde um unico elemento do conjunto T.

Funcdo é uma expressdo muito comum no nosso dia a dia. Imagine, por exemplo, uma revista que
apresente uma reportagem sobre o crescimento de criangas. A reportagem poderia dizer que “A altura
de uma crianca depende da sua idade” ou “A altura de uma crianca é funcao da sua idade”. Essa relacdo
funcional pode ser expressa graficamente, como mostrada na Figura E.1. A figura explica que, quanto
mais idade a crianga tiver, maior sera a sua altura.
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No6s também utilizamos as fungdes matematicas em algebra e calculo. Por exemplo, a equagdo f{x) = x*- 2
expressa uma relacao funcional entre os valores de x e os de f, quando x é substituido por seu valor na
expressao de f. Assim, para x = -2, f{-2) = 2. De forma semelhante, f{1) = -1, e assim por diante. Observe
que para cada valor de x, f{x) é Unico. Ainda, temos que, se x puder assumir qualquer valor real, o grafico
resultante para a funcdo f{x) esta mostrado na Figura E.2.
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Dos exemplos apresentados, constatamos que existem trés partes em uma fungao:

e um conjunto de valores iniciais ou dominio da funcdo;
e um conjunto com os valores associados ou contradominio da fung¢do;
e aassociagdo propriamente dita.

A Figura E.3 apresenta uma funcdo qualquer g. Nela, g é uma fungao de S em T, simbolizada por g:S— T. S
é o dominio e T é o contradominio. A associacdo é um conjunto de pares ordenados da forma (s, t), onde s
e Sete T,ouseja, t = g(s). Assim, observamos que a associagio é um subconjunto de S x T (uma relacdo

binaria de S em T).

Daminio ¥ Conlradonmeia T

T
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E.2 TERMINOLOGIA PARA FUNGCOES

Sejam S e T conjuntos. Uma funcdo fde Sem T, ;S — T, é um subconjunto de S x T tal que cada elemento
de S aparece exatamente uma vez como a primeira componente de um par ordenado. S é o dominioe T é
o contradominio da funcdo. Se (s, t) pertence a funcdo, entdo denotamos t por f{s), t € aimagem de s sob
f, s € uma imagem inversa de t sob fe flevasem t.

Uma fungdo de S em T é um subconjunto de S x T com algumas restricdes sobre os pares ordenados
que a compdem. Por esse motivo, dizemos que uma fun¢ao é um tipo particular de relacdo binaria. Pela
definicdo de fung¢do, uma relacdao do tipo um para muitos (ou muitos para muitos) ndo pode ser uma
funcdo. Além disso, cada elemento de S tem que aparecer como primeira componente.

e Exemplo E.1: Quais das relagGes a seguir sdo fun¢des? Para as que ndo sdo, por que ndo?
a) g:S—T,ondeS=T={a,b,cleg={(a,a), (b c),(ca), (b a)}
N3o é fungdo, pois existem dois valores associados a b € S.

b) g:Z— N, onde g(x) = | x|
E funcio.

¢) g:N— N,ondeg(x)=x-2
N3o é fungdo, pois para os valores 0 e 1 do dominio, os valores correspondentes de g(x) ndo pertencem ao
contradominio.

d) g:S— T, onde S é o conjunto de pessoas em sua familia, T é o conjunto de todos os nUmeros de RG e g
associa cada pessoa ao seu RG
N&o é fungdo, pois nem todas as pessoas de sua familia possuem RG (por exemplo, as criangas pequenas).

e) g:S— T,ondeS é o conjunto de todos os polindmios de grau 2 em x com coeficientes inteiros, T=Z e g(x)

=ag+b+c
E funcio.
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f) g:R— R, onde g(x)=12x +5
E funcdo.

g) g:N— N, onde g é definida por

B X-5 sex23
glx) =
X sex<3

N&o é fungdo, pois existem dois valores associados a 3 € N.

A defini¢do de fun¢ao inclui fungdes em mais de uma variavel. Podemos ter uma fungéo f:5 xS, x...§ —T
que associa a cada n-upla de elementos (s, s, .., s, ), 5, € S, um unico elemento em T.

Por exemplo, seja a fungdo g:ZxNx{3,4} — Z dada por g(x,y, z)=)?-x. Entdo,g(-2,3,4) =3*-(-2) =81 +2=83.

E.3 PROPRIEDADES DE FUNCOES

Funcido sobrejetora: uma funcao f:S — T é sobrejetora se sua imagem é igual ao seu contradominio.

Funcido injetora: uma fungio f:S — T é injetora se nenhum elemento de T é a imagem, sob f, de dois
elementos distintos em S.

Funcio bijetora: uma funcio f:S — T é bijetora se é simultaneamente injetora e bijetora.

A Figura E.4 apresenta ilustra¢des simples das propriedades das fun¢des. Em cada caso, o dominio esta
a esquerda e o contradominio, a direita.
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E.4 COMPOSICAO DE FUNCOES

Considere que fe g sdo fungdes, com f:S— T e g:T— U. Entdo, para todo s € S, f{s) = t € um elemento de
T, que é o contradominio de f. Logo, a fun¢do g pode ser calculada em f{s). O resultado é g(f(s)) = u, que
é um elemento de U. A Figura E.5 ilustra o procedimento descrito.
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Resumindo o procedimento anterior, podemos dizer que escolhemos um elemento arbitrario s em S,



aplicamos a funcdo f neste elemento e, depois, aplicamos a fun¢do g a f{s). Isso é a mesma coisa que
associar um elemento de U a s. Assim, n6s criamos uma funcdo S — U, denominada composi¢cdo das
funcdes fe g e denotada por ge f. A Figura E.6 ilustra o descrito.

FgimE.6 Zomxosgdo dasforglzsg =k
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Definicao
Sejam as funcoes f:S— T e g:T — U. A funcdo composta g ° fé a funcdo de S em U definida por (g ° f)(s) =
9(fs)).

Observe que a funcdo g ° f € aplicada da esquerda para a direita; primeiro aplicamos a funcao f'e, apos,
a funcao g.
e Exemplo E.2: Sejam as fungGes f:N — N definida por f(x) = x + 3 e g:N — N definida por g(x) = x*.
a) Qualovalorde(g-°f)(2)?
(9 ° N(2) = g(f(2)) = g(2+43) = g(5) =52 = 25

b) Qualovalorde (f°g)(2)?
(f-9)(2) =flg(2)) =f(22) = fl4) =4 +3 =7

Teorema
A composicao de duas fungdes bijetoras é também uma funcao bijetora.

E.5 FUNCOES INVERSAS

As funcgoes bijetoras apresentam uma propriedade importante. Seja f:S— T uma bijecdo. Como f é
sobrejetora, todo t € T tem uma imagem inversa s € S. Como f é injetora, essa imagem inversa é Unica.
Assim, podemos associar a cada elemento t € T um tnico elemento s €S, lembrando que t = f{s). Esse
procedimento descreve uma fung¢ao g:T— S. A Figura E.7 ilustra as funcdes fe g.

FgemF? Fongliaeto g e o
e 4z wnae

Observe que os dominios e os contradominios de fe g sdo tais que podemos formar tanto g f:S— T como
feg:T—S.Se seS, entdo (g ° f)(s)=g(f(s))=g(t)=s. Logo, g ° f leva cada elemento de S nele mesmo.
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Definicao
Uma funcdo fque leva cada elemento de um conjunto S em si mesmo é denominada de fungdo identidade
e é denotada por ..

Assim, em relagdo as fungdes fe g anteriores, temos que feg=i ege f=I..

Definicao
Seja fuma fungdo, f:5— T. Se existir uma fun¢do g:T— Stal que g°f=i e f°g =i, entdo g é chamada de
fungdo inversa de fe denotada por f.

TEOREMA SOBRE BIJEGOES E FUNGOES INVERSAS

Seja f:S—T, entdo, f é uma fungdo bijetora se, e somente se, f! existir.
Em outras palavras, podemos concluir que, se a func¢do f é bijetora, isso equivale a dizer que a fungao f
possui inversa.

e Exemplo E.3: Considere a fungdo f:R—R dada por f(x) = 2x + 5. Determine .
f:R—R,comfi(x)=(x-5)/2

Resumindo o que estudamos sobre fung¢des até o momento, a Tabela E.1 apresenta um breve sumario
sobre as terminologias utilizadas no estudo de fungdes.

Expressao Significado

funcido aplicacdo de um conjunto em outro que leva cada elemento do conjunto inicial
em exatamente um elemento do conjunto de chegada

dominio conjunto inicial de uma funcao

contradominio conjunto de chegada de uma funcdo

imagem ponto que resulta da aplicacdo de uma fungio

imagem inversa ponto inicial sobre o qual a funcéo é aplicada

sobrejetora a imagem é todo o contradominio; todo elemento no contradominio possui uma
imagem inversa

injetora dois elementos no dominio ndo podem ser levados ao mesmo ponto no
contradominio

bijetora quando a funcio é injetora e sobrejetora simultaneamente

func3o identidade leva cada elemento de um conjunto em si mesmo

para uma funcgao bijetora, é uma fun¢do que leva cada elemento no

funcao inversa
¢ contradominio de volta ao elemento de onde ele veio

Tabela E.1 Terminologias utilizadas no estudo de funcdes.

E.6 PERMUTACOES

As fungoes bijetoras de um conjunto em si mesmo possuem um nome especial.

Defini¢do de Permutag¢des de um Conjunto: Para um dado conjunto A, S, = {f| /A — A é uma fun¢ao
bijetora}. S, €, portanto, o conjunto de todas as fung¢des bijetoras do conjunto A em si mesmo; essas
funcdes sdo denominadas de permutacoes de A.

Assim, se fe g pertencem a S, , entdo cada uma delas tem o dominio igual a imagem e igual ao préprio
conjunto A. Além disso, como fe g sdo bijetoras, pelo teorema sobre a composi¢do de funcdes bijetoras,



g °ftambém € bijetora, ou seja, leva a um unico elemento de S,. Dai, podemos concluir que a composigao
de fungdes é uma operagdo binaria no conjunto S,.

NOTAGAO PARA PERMUTACOES

As fungdes permutagdes representam arranjos ordenados de objetos no dominio. Dessa forma, uma das
maneiras de descrevé-las é na forma de um arranjo retangular, onde os elementos do dominio ficam na
linha de cima e os elementos da imagem ficam diretamente abaixo desses elementos.

Por exemplo, considere o conjunto 4 = {a, b, ¢, d} e uma fun¢do permutacdo em 4, f, dada por f = {(a, b),
(b, c), (c,a), (d, d)}. A sua representacdo na forma de um arranjo retangular é

a b ¢ d
f:
b ¢ a d

Observe que a linha de baixo é um arranjo ordenado dos objetos na linha de cima.

Outra maneira de descrever uma fun¢do permutacdo é com a notacao de ciclo. Nessa, os elementos sdo
listados um ao lado do outro, de modo que a fungao leva cada elemento ao que esta imediatamente a sua
direita e o ultimo elemento na lista leva ao primeiro. Nessa notacao, qualquer elemento que nao apareca
na lista significa que leva a si mesmo. Por exemplo, seja a funcdo permutacdo fdada anteriormente, a sua
notacdo de ciclo é f=(a, b, c). Aqui,alevaa b, blevaac, clevaaa e dleva em si mesmo.

e Exemplo E.4: Sejam A ={a,b,c,detef € S, dada por

a b c d e
f:

d b c e a
e Escreva f em forma de ciclo.

f=(a,d,e)

e Exemplo E.5: Sejam A={a, b, c,d,e}eg €S, dada por g = (b, d, e, c). Escreva g na forma de arranjo retangular.

a b ¢ d e

g‘:
a d b e ¢

e Exemplo E.6: Considere A={a, b, ¢ ,d}e f,g €S, dadas por f=(a, b, ¢) e g = (b, c). Determine a fun¢do composta g ° f.
¢ Inicialmente, vamos verificar o que acontece com o elemento a em A. Operando da direita para a
esquerda (primeiro f, depois g), temos a — b sob f e, depois, b — ¢ sob g. Assim, a — ¢ sob g ° f. De forma
semelhante, b — c sob fe c — b sob g. Entdo, b — b sob sob g ° f. Analogamente, temos c — a sob fe a
— a sob g. Entdo, c — a sob sob g ° f. e, finalmente, d — d sob fe d — d sob g. Entdo, d — d sob sob g ° f.
Concluindo, temos que g ° f = (a, c).

Teorema: Seja m o numero de elementos no conjunto S (|S| = m) e n o nimero de elementos no conjunto
T (|T| = n). Entao:

1. O nudmero de permutacbesde SéP.=m!/eodeTéP =nl.
2. O numero de fungbes f:S— T é n™.
3. Supondo que m < n, o niumero de fungdes injetoras f:S — T é:

n!

(n - m)!
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4. Supondo que m > n, o niumero de fungbes sobrejetoras f: S — T é
n™-C(n, 1)(n-1)"+ C(n, 2)(n - 2)" - C(n, 3)(n - 3)" +...+ (-1)"2 C(n, n - 1)(1)™
onde C(r, s) sdo as combinagdes de a elementos em grupos de b elementos, ou seja,

r!

C(?", .5') = m

e Exemplo E.7: Sejam os conjuntos A = {1, 2, 3} e B = {4, 5}. Determine:
a) o numero de permutacdes P, e P,, respectivamente, nos conjuntos A e B;
b) o numero de fungdes sobrejetoras nfs de A em B.

Temos que |A| =3 e |B| = 2. Entdo, pelo teorema anterior, obtemos:
a) P,=31=3x2x1=6
P, = 21=2x1=2

b) nfs=2°-C(2,1)(1)=8-2x1=6

E.7 CONJUNTOS EQUIVALENTES

Definicoes
Um conjunto S é equivalente a um conjunto T se existe uma fung¢do bijetora f:S — T. Dois conjuntos
equivalentes possuem a mesma cardinalidade.

Para conjuntos finitos, sabemos que, se S possui n elementos, entdo £(S), conjunto de todas as partes de
S, possui 2" elementos. Evidentemente, n < 2" e nao podemos determinar nenhuma funcao bijetora entre
um conjunto com n elementos e um com 2" elementos. Dessa forma, pela defini¢do anterior, S e ¥(S) ndo
sdo conjuntos equivalentes.

Teorema de Cantor
Para qualquer conjunto S, S e £(S) ndo sdo equivalentes.

E.8 ORDEM DE GRANDEZA DE FUNGCOES

A ordem de grandeza é uma forma de compararmos a “taxa de crescimento” de fung¢des distintas. Pela
nossa pratica, sabemos que se calcularmos f{(x) = x e g(x) = x? para valores cada vez maiores de x, 0os
valores de g serdo maiores do que os valores de f, e a diferenca aumenta cada vez mais. Essa diferenca
ndo vai deixar de existir se multiplicarmos os valores de fpor uma constante muito grande; ndo importa
o tamanho da constante, em algum momento os valores de g certamente comegarao a ficar maiores do
que os de f. Para caracterizarmos essa diferenca, definiremos uma relacdo binaria nas funcoes.

Seja S o conjunto de todas as fun¢des com dominio e contradominio iguais aos ndmeros reais nao-
negativos. Podemos definir uma relagao binaria em S por

f pg < existem constantes positivas ny, ¢, e ¢, tais que, para todo z > n,

e 9(z) < flz) < cyglx)



* Exemplo E.8: Considere as fungbes f e g pertencentes a S, com f{x) = 5x* e g(x) = 100x* + 100x + 25. Sejam n =1,
c,= 1/100 e ¢, =1. Portanto, para x 2 1, temos

50(0) < J(0) <1 fa)

1(1]—0(1009:2 4100z +25) < 522 < 1- (10022 + 100z + 25)

z? + 2+ 0,25 < 5z? <100z + 100z + 25
Portanto, fp g.

e Exemplo E.9: Para os valores de x iguais a 2, 3, 4 e 5, verifique a desigualdade do Exemplo E.8.
a) x=2: 2242+0,25<5%x22<100 % 22+ 100 x 2 + 25
6,25 <400 < 625

b) x=3: 32+3+0,25<5%x32<100 x 3+ 100x 3 + 25
12,25<45<1225

c) x=4: 42+4+0,25<5x4><100 x 4%+ 100 x 4 + 25
20,25 <80 <2025

d) x=5: 524+5+0,25<5x52<100 x 52 + 100 x 5 + 25
30,25 <125 <3025

Exemplo E.10: Determine um novo conjunto de valores para n,, ¢, e ¢, que também comprovam f p g no Exemplo E.8.
Considere n,= 1, c1=1/200 ec,=1. Portanto, para x 2 1, temos
1

50590 < f@) <1 9(2)

ﬁ(moﬂ;2 + 100z + 25) < 5z% < 1-(100z% + 100z + 25)

0,52% + 0,5z + 0,125 < 5z% <100z? + 100z + 25

e Exemplo E.11: Demonstre que p é simétrica e transitiva.
a) Admita fp g. Logo, existem constantes positivas n,, ¢, e ¢, tais que, para todo x 2 n,, ¢,g(x) < fix) < c,g(x).
Portanto, parax>n,, (1/c,) fix) ) < g(x) < (1/c,) f(x), de modo que g p f.
b) Admitafpgegp h. Entdo, existem constantes positivasn,, n, c, c,, d, e d, tais que, c,g(x) < f(x) < c,g(x)
para x 2 n e d h(x) < g(x) < d,h(x) para x > n,. Portanto, para x > max(n,, n,), c,d h(x) < fix) < c,d,h(x), de
modo que fp h.

Definicao

Sejam f e g funcdes dos reais ndo-negativos nos reais nao-negativos. Entdo, f tem a mesma ordem de
grandeza que g, denotada por f = 0(g), se existem constantes positivas n,, ¢, e ¢, tais que, se x > n,, ¢,g(x)
< flx) < c,g(x).
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LISTA DE EXERCICIOS

1. A Figura E.8 representa uma funcao.

Qual é o seu dominio? E o seu contradominio? E a sua imagem?
Qual é aimagem de c? Eadee?

Qual é aimagem inversa de y?

Essa fungdo é sobrejetora? Ela é injetora?

oo oo
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2. Se f:Z — 7 é definida por f(x) = 2x? +1, determine f(A) para A={1,2,3,4,5}.

3. Sejam 5$={0,2,4,6} e T={1,3,5,7}. Determine se cada um dos conjuntos de pares ordenados é uma fungao
com dominio S e contradominio T. Se for, a funcdo é injetora? E sobrejetora?

{(0, 2), (2, 4), (4, 6), (6, 0)}
{(6,3),(2,1), (0, 3), (4, 5)}
{(2,3),(4,7),(0,1), (6, 5)}
{(2,1),(4,5),(6,3)}

{(6,1),(0, 3), (4,1),(0,7), (2, 5)}

oo g

4. Para as fungdes bijetoras do Exercicio 3, descreva a funcao inversa.

5. As fungdes a seguir levam R em R. Determine equacgdes que descrevam as composicbes gofefogem
cada caso.

a.  f(x)=8x% e g(x)=4x
b. fix)=(x+2)/2eg(x)=2x*

6. Dadas as func¢des f:N—N definidas por f(x)=x+2 e g:N— N por g(x)=>5x,calcule as expressdes:

(g°N(3)
(fo9)(3)
(g °Nx)
(fog)x)
(f°Hx)

(g°9)x)

0 o0 T

7. Para as fungdes bijetoras f:R — R a seguir, determine f.
a. fix)=5x
b.  f(x)=2x*
c. f(x)=(2x-5)/4



8. SejaA={a, b, c, d, e}. Escreva as permutacdes de A em ciclos.
a b ¢ d e
a. f_(c a e b b)

b.  f={(a,d).(b,e),(c,b),(d\c),(e,a)}

9. Seja A={1, 2, 3, 4}. Escreva as permutacées de A em forma de arranjos retangulares.

a.  f={(1,3),(2,2),(3,4),(4,1)}
b. f=(3,1,24)
¢  f=(421)

10. Determine as composi¢des dos ciclos a seguir que representam permutacdoes de A={1,2,3,4,5, 6, 7, 8}.

a. (1,3,4)°(51,2)

b. (2,7,8)°(1,2,4,6,8)

c. (1,3,4)°(56)°(2,3,5)°(6,1)

d. (2,7,1,3)°(2,8,7,5)°(4,2,1,38)

11. DadosS={a,e,i,0}e T={x,y, z}.

a. Determine o numero de fungdes de Sem T.
b. Determine o nimero de fungdes sobrejetoras de Sem T.

12. DadosS=1{1,4,7}eT={2,5, 8, 11}.

a. Determine o numero de fungbes de Sem T.
b. Determine o nimero de fungGes injetoras de Sem T.

13. Seja o numero de elementos em A igual a |A| = 4. Determine:

o numero de fungdes de A em A;

o numero de funcdes injetoras de A em A;

o numero de fungdes sobrejetoras de A em A;
o numero de permutagdes de A.

oo T o

14. Determine constantes que satisfacam a definicdo de ordem de grandeza para provar que f=0(g) se

fix)=xeg(x)=12x + 1.

15. Determine constantes que satisfacam a definicdo de ordem de grandeza para provar que f=0(g) se

flx)=3x3-7x e g(x)=x3/2.
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COMBINATORIA

F.1 INTRODUCAO

A Combinatdria é a drea da matemadtica que trata da contagem. Problemas relacionados a contagem
sempre sdo importantes quando trabalhamos com recursos finitos. Por exemplo, “Quanto espaco de
armazenamento um banco de dados utiliza?” ou “Quantos usuarios uma certa configuragdo de computador
pode suportar?” ou ainda “Quantos calculos em ponto flutuante um determinado algoritmo realiza?”.

Problemas de contagem se resumem, muitas vezes, em determinar o nimero de elementos em algum
conjunto finito. Essa questdo, aparentemente trivial, pode ser dificil de responder.

F.2 O PRINCIiPIO DA MULTIPLICAGAO

Inicialmente, considere a seguinte situacdo. Um estudante pode escolher um entre dois lapis, um HB e
outro 2B, e uma entre trés canetas, uma azul (A), outra preta (P) e outra vermelha (V). Quantos conjuntos
diferentes o estudante pode ter?

Podemos resolver esse problema separando a tarefa de escolha do material escolar em duas etapas
sequenciais: escolher, primeiro, o lapis e, depois, a caneta. A arvore da Figura F.1 mostra que existem 2 x
3 = 6 possibilidades: {HB, A}, {HB, P}, {HB, V}, {2B, A}, {2B, P} e {2B, V}.
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Nesse problema, a ordem dos eventos poderia ser trocada: o estudante poderia, primeiro escolher a
caneta e, depois, o lapis. A Figura F.2 mostra a arvore de decisdo. Observe que o nimero de possibilidades
ndo se altera (3 x 2 = 6).
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0 problema da escolha do material escolar ilustra o fato de que o niimero total de resultados possiveis
parauma sequéncia de eventos pode ser obtido multiplicando-se o nimero de possibilidades do primeiro
evento pelo numero de possibilidades do segundo.

Principio da Multiplicacdo
Se existem n, resultados possiveis para um primeiro evento e n, para um segundo, entdo existem n, x n,
resultados possiveis para a sequéncia dos dois eventos.

0 principio da multiplicacdo é util sempre que quisermos contar o nimero total de possibilidades para
uma tarefa que pode ser dividida em uma sequéncia de etapas sucessivas.

e Exemplo F.1: A Ultima parte de um numero telefénico é composta por quatro digitos. Quantos desses numeros
existem?

Podemos formar nimeros com quatro digitos através de uma sequéncia de tarefas: escolher o primeiro digito,
depois o segundo, depois o terceiro e, finalmente, o quarto. Temos 10 digitos disponiveis (de 0 a 9) para cada
posicdo. Assim, temos 10 possibilidades para a primeira tarefa, 10 para a segunda, 10 para a terceira e 10 para a
quarta. Portanto, temos que o total de nimeros com quatro digitos € 10 x 10 x 10 x 10 = 10.000.

e Exemplo F.2: Em relagdo ao Exemplo F.1, quantos nimeros de quatro digitos existem se um mesmo digito ndo
puder ser repetido?

Novamente temos uma sequéncia de tarefas. S6 que agora ndo podemos ter repeti¢cdes. Assim, temos 10
possibilidades para o primeiro digito, 9 para o segundo, 8 para o terceiro e 7 para o quarto. Portanto, o nimero
total de possibilidades é 10 x 9 x 8 x 7 = 5.040.

F.3 PRINCIPIO DA ADICAO

Para exemplificar esse principio, vamos supor que temos que escolher um carro entre trés brancos e quatro
pretos. De quantas maneiras podemos fazer isso? Temos um evento com trés possibilidades (a escolha
do carro branco) e outro com quatro (a escolha do carro preto). Entretanto, ndo temos uma sequéncia
de eventos, ja que iremos comprar apenas um carro, que serd escolhido dentre as possibilidades de dois
conjuntos disjuntos. Assim, neste caso, o numero de escolhas possiveis é o nimero total de escolhas que
temos,3+4=7.

Principio da Adicao
Se A e B sdo eventos disjuntos com n, e n, resultados possiveis, respectivamente, entdo o numero
total de possibilidades para o evento “A ou B” é n, + n,,.

e Exemplo F.3: Um estudante deseja comprar um livro em uma livraria. A livraria dispde de 31 livros de capa dura e 27
com capa simples. Quantas escolhas possui o estudante?

O estudante pode escolher um livro com capa dura ou com capa simples. Esses sdo eventos disjuntos. Pelo
principio da adi¢do, a escolha do livro tem 31 + 27 = 58 possibilidades.
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F.4 OS PRINCiPIOS DA MULTIPLICACAO E DA
ADICAO JUNTOS

Em problemas de contagem, frequentemente utilizamos os principios da multiplicacdo e da adigao

juntos. Os exemplos a seguir ilustram esse fato.

Exemplo F.4: Considere o problema do estudante apresentado no inicio dessa unidade. Suponha que desejamos
determinar de quantas formas diferentes o estudante pode escolher o material escolar, ao invés do nimero de
conjuntos de material escolar que ele pode ter. Assim, escolher um lapis HB e, depois, uma caneta azul ndo é

a mesma coisa que escolher primeiro uma caneta azul e, depois, um lapis HB. Podemos considerar dois casos
disjuntos (a escolha do lapis ou da caneta primeiro). Cada um desses casos, pelo principio da multiplicagédo,
possui 6 possibilidades, de modo que, pelo principio da adi¢do, existem 6 + 6 = 12 formas diferentes de escolher
o material escolar.

Exemplo F.5: Quantos numeros de quatro digitos iniciam com 2 ou 8? Novamente, podemos considerar dois
conjuntos disjuntos — 0s numeros que iniciam com 2 e os que iniciam com 8. Para os niumeros que iniciam com
o digito 2, hd uma possibilidade para o primeiro digito (tem que ser 2) e 10 possibilidades para as demais trés
posi¢des do numero. Assim, pelo principio da multiplicagdo, existem 1 x 10 x 10 x 10 = 1.000 formas de se obter
um numero de quatro digitos iniciando pelo digito 2. Raciocinio idéntico pode ser aplicado para os niUmeros que
iniciam com o digito 8. Portanto, pelo principio da adi¢do, existem 1.000 + 1.000 = 2.000 possibilidades ao todo.

Exemplo F.6: Se um rapaz possui 6 camisas, 5 calgas e 3 pijamas, de quantas maneiras diferentes ele pode se vestir?

Inicialmente, temos que considerar o fato de que, se o rapaz vestir camisa e calga, ele ndo usara pijama, e vice-
versa. Portanto, podemos dividir a contagem em dois problemas disjuntos: um da escolha da camisa e da calga

e outro da escolha do pijama. Para o primeiro, pelo principio da multiplicacdo, ha 6 x 5 = 30 possibilidades. Para
o segundo, existem 3 possibilidades. Entdo, pelo principio da adigdo, existem 30 + 3 = 33 formas diferentes

do rapaz se vestir.

Exemplo F.7: Quantos numeros inteiros com 3 digitos sdo impares? A solugdo esta baseada no fato de que os
numeros impares obrigatoriamente terminam em 1, 3, 5, 7 ou 9. Podemos, entdo, considerar 5 casos disjuntos,
um para cada terminac¢do. Para os nimeros terminados com o digito 1, temos 10 possibilidades para o primeiro
digito e mais 10 possibilidades para o segundo digito. Assim, pelo principio da multiplicagdo, existem 10 x 10 x 1
=100 possibilidades de nimeros com trés digitos terminados em 1. Analogamente, existem 100 possibilidades de
numeros com trés digitos terminados em 3, terminados em 5, terminados em 7 e terminados em 9. Portanto, pelo
principio da adigdo, existem 100 + 100 + 100 + 100 + 100 = 500 numeros inteiros de trés digitos que sdo impares.

F.5 PRINCIPIO DE INCLUSAO E EXCLUSAO

Inicialmente, vamos observar que, se A e B sdo subconjuntos de um conjunto universo S, entdo A - B, B

- A e A n B sao disjuntos dois a dois. Isso significa que, se x€ A - B,entdox ¢ B-Aex ¢ An B. A Figura

F.3 ilustra esse fato.
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Observando a Figura F.3, podemos deduzir outros pontos importantes em relacdo ao nimero de
elementos em cada subconjunto. Notamos que:

|(A—B)JUB—-A)U(ANB)|=|A-B|+|B—A|+|ANB| (K1)
e

|A—B|=|A|-|ANB]| (F2)
e

|B—A|=|B|-|ANnB]| (F.3)

Ainda, pela andlise da Figura F.3, podemos concluir que
(A-B)U(B—AU(ANB)=AUB (F:4)
Usando as expressoes (F.2), (F.3) e (F.4) na equacdo (F.1), obtemos que

|AUB|=|A|—|ANB|+|B|-|ANnB|+|ANB|
ou

|AUB|=|A|+|B|—-|ANnB| (E.5)

A equacao (F.5) é o principio de inclusao e exclusao para dois conjuntos. O nome deriva do fato de que,
ao contar o numero de elementos na uniao de A e B, precisamos somar (incluir) o nimero de elementos

de A e o nimero de elementos de B e precisamos subtrair (excluir) o nimero de elementos de A n B, para

evitar conta-los duas vezes.
e Exemplo F.8: Uma pesquisa eleitoral entrevistou 100 eleitores, todos apoiando o candidato 1, o candidato 2 ou

ambos, e descobriu que 45 eleitores apdiam o candidato 1 e 63 apdiam o candidato 2. Quantos eleitores apdiam
ambos os candidatos?

Denotando por A o conjunto dos eleitores que apdiam o candidato 1 e por B o conjunto dos eleitores que apdiam o

candidato 2, temos que |Au B| =100, |A| =45 e |B| = 63. Utilizando a equacao (F.5), temos que
[ANB|=|Al +|B| - |[AUB| =454+ 63 — 100 = 8

Portanto, ha 8 eleitores que apdiam ambos os candidatos.

A equacdo (F.5) pode ser estendida a trés conjuntos, como a seguir.
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|[AUBUC |=|AUu(BUQC)|=]A|+|BuC|-]AN(BUC)| =
=|A|+|B|+|C|—=|BnC|—=|(AnB)U(ANC)| =
=|A|+|B|+|C|-|BnC|—(|ANB|+|AnC|-|AnBnC|) =
=|A[+|B|+|C|-|AnB|-|AnC|—-|BNnC|+|AnBNC|

Portanto, a versdo do principio de inclusdo e exclusdo para trés conjuntos é

|AUBUC |=|A|+|B|+|C|—|AnNB|—-|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC| (F.6)

A Figura F.4 apresenta uma demonstracdo geométrica para |A u B u C|. Quando somamos |A| + |B| +

|C|, estamos contando cada elemento em |A n B, |A n B| e |B n C| duas vezes, de modo que devemos

retirar cada um deles uma vez. Por outro lado, quando somamos |A| + |B| + |C|, estamos contando cada

elemento de |A n B n C| trés vezes, mas ao subtrair |A n B|, |A n C| e |B n C|, eliminamos trés vezes esses

elementos, logo precisamos coloca-los de volta uma vez.
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Exemplo F.9: Um grupo de estudantes planeja comprar canetas. Desses, 15 preferem canetas azuis, 12 preferem
canetas pretas, 8 preferem canetas verdes, 6 podem usar canetas azuis ou pretas, 4 podem usar tanto canetas azuis
como verdes, 5 usam tanto canetas pretas quanto verdes e 2 ndo se importam de usar qualquer cor de caneta.
Quantos estudantes ha no grupo?
Por uma questdo de ordem, fagamos:

e A =conjunto dos estudantes que usam canetas azuis

e B =conjunto dos estudantes que usam canetas pretas

e C=conjunto dos estudantes que usam canetas verdes.
Dessa forma, temos que |A|=15, |B|=12, |C|=8, |AnB|=6, |AnC|=4, |BnC| =5e |AnBn C| =2. Pelo principio de
inclusdo e exclusao, temos que

JAUBUCI=15+124+8—-6—4—5+2=22

Portanto, existem 22 estudantes no grupo.

Exemplo F.10: Uma pizzaria vende trés tipos de pizza: calabresa, de queijo e portuguesa. Em um determinado dia,
a pizzaria atendeu 251 clientes. Desses, 127 clientes comeram pizza calabresa, 187 comeram pizza de queijo, 38
comeram pizza portuguesa, 56 comeram pizzas calabresa e de queijo, 44 comeram pizzas de queijo e portuguesa e
8 comeram os trés tipos de pizza. Quantos clientes comeram pizzas calabresa e portuguesa?



Fagcamos: A = conjunto dos clientes que comeram pizzas calabresas B = conjunto dos clientes que comeram pizzas
de queijo C = conjunto dos clientes que comeram pizzas portuguesas

Dessa forma, sabemos que |AuBuC|=251, |A|=127, |B|=187, |C|=38, |AnB|=56, |BnC|=44 e |AnBnC|=8. Pelo
principio de inclusdo e exclusdo, temos que

AN Cl =127 + 187 + 38 — 56 — 44 + 8 — 251 = 9

Portanto, 9 pessoas comeram pizzas calabresa e portuguesa.

Definicao
Principio de Inclusio e Exclusdo: Dados conjuntos finitos A,A,.,A, comn 22, tem-se que
|4 VAU A T=3141- > [ANA T+ Y [ANANA| (F7)
1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

— e+ D" ANANLNA

F.6 O PRINCIPIO DAS CASAS DE POMBO

Esse principio recebeu esse nome baseado na seguinte ideia: se mais de k pombos entram em k casas de
pombos, entdo, pelo menos, uma casa vai ter mais de um pombo. Aprofundando essa ideia, suponha que
cada casa contenha, no maximo, um pombo. Entdo existem, no maximo, k pombos e ndo os “mais de k”
pombos que supostamente entraram nas casas.

Definicao
Principio das Casas de Pombo: Se mais de k itens sdo colocados em k caixas, entdo, pelo menos, uma
caixa contém mais de um item.

e Exemplo F.11: Quantas pessoas precisam estar presentes em uma sala para garantir que duas delas tenham o
ultimo nome comecando com a mesma letra?
O alfabeto possui 26 letras (caixas). Se a sala tiver 27 pessoas, entdo existem 27 iniciais (itens) para se colocar em
26 caixas, de modo que, pelo menos, uma caixa conterd mais de uma inicial. Portanto, precisam estar presentes, no
minimo, 27 pessoas.

e Exemplo F.12: Quantas vezes é preciso jogar um dado de modo a garantir que um mesmo valor apareca duas vezes?
Um dado apresenta 6 numeros (caixas). Se ele for jogado 7 vezes, entdo existem 7 jogadas (itens) para se colocar
em 6 caixas, de modo que, pelo menos, uma caixa contera mais de uma jogada (nimero repetido). Portanto, é
necessario jogar o dado, no minimo, 7 vezes.

F.7 PERMUTACOES

No Exemplo F.2, discutimos o problema de contar todas as possibilidades para os quatro ultimos digitos
de um numero telefonico sem repeticdo. Assim, observe que o nimero 5478 ndo é igual ao 4587, pois a
ordem dos digitos importa. Um arranjo ordenado de objetos é chamado de permutagdo. Cada um desses
numeros telefénicos é uma permutacao de 4 objetos distintos escolhidos em um conjunto de 10 objetos
distintos (os digitos). Quantas dessas permutag¢des sdo possiveis? A resposta encontrada pelo principio
da multiplicacdo foi 10 x 9 x 8 x 7 = 5.040, ou seja, 10 escolhas para o primeiro digito, 9 para o segundo
(ndo sdo permitidas repeticdes de digitos), 8 para o terceiro e 7 para o ultimo digito. O nimero de
permutacdes de r objetos distintos escolhidos entre n objetos distintos é denotado por P(n, r). Portanto,
no caso em questao, a solugdo pode ser expressa como P(10, 4).
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E possivel escrever uma férmula para P(n, r) usando a funcdo fatorial. Para um inteiro positivo n, n

fatorial é definido porn-(n-1)-(n - 2)-..-1 e é denotado por n/.

Definicao
Dados n objetos distintos, o numero de possibilidades de agrupa-los em grupos de r objetos distintos é

n!
Pln,r)=———— paral<r<n
(n—n)!
Exemplo F.13: Quantas palavras de trés letras (mesmo que sem sentido) podem ser formadas a partir da palavra
“software” se nenhuma letra pode ser repetida?

Observe que, nesse caso, a ordem das letras faz diferenca. Assim, estamos interessados em determinar o nimero
de permutacdes de trés objetos distintos em um conjunto de 8 objetos distintos (as letras da palavra “software”).

Portanto, queremos P(8, 3).

| |
8l _ 8! _ 40320 _ ..

P(83) = 8—3)1 51 120

Exemplo F.14: Vinte e cinco atletas competem em uma olimpiada em um determinado esporte. Serdo premiados
os trés primeiros colocados com medalhas de ouro, prata e bronze, respectivamente. De quantos modos diferentes
essas medalhas poderdo ser distribuidas?

A ordem em que as medalhas serdo entregues aos atletas é importante, ou seja, o atleta A receber medalha de
ouro, o B de prata e o C de bronze é diferente do atleta C receber medalha de ouro, o A de prata e o B de bronze.
Assim, estamos querendo determinar o nimero de permutacdes de trés objetos (as medalhas) em um conjunto de
25 atletas.

25! 25!

2 22— 13.800
(25-3)1 22!

P(25,3) =

Exemplo F.15: De quantas maneiras diferentes podemos selecionar um zagueiro e um atacante em um grupo de 15
jogadores?
15! 15!

P(15,2) = TR 210

F.8 COMBINACOES

As vezes, queremos selecionar r objetos de um conjunto de n objetos, porém nao nos importamos com a

ordem. Nesse caso, estamos contando o nimero de combinagdes de r objetos distintos escolhidos entre

n objetos distintos, que usaremos a notacao C(n, r). Para cada uma das combinacoes, existem r/ maneiras

de ordenar os r objetos escolhidos. Pelo principio da multiplicacdo, o nimero de permutacdes de r

objetos distintos escolhidos entre n objetos é o produto do nimero de escolhas possiveis dos objetos,

C(n, r), pelo nimero de maneiras de ordenar os objetos escolhidos, r!, portanto

C(n,r)-r!= P(n,r)
ou

P(n,r) _ n!
rl rln—r)!

C(n,r) = para 0<r <n



Exemplo F.16: Em uma caixa, temos 14 bolas numeradas de 1 a 14. De quantas maneiras podemos retirar grupos
com trés bolas?
Observe que a ordem numérica das bolas ndo é importante. Assim, temos um problema tipico de combinagdes,
isto &, C(14, 3).

P(14,3) 14! 14!

04,3 ===~ 3431 3 oo

Exemplo F.17: Considere o Exemplo F.14. Suponha, agora, que queiramos saber apenas de quantas maneiras trés

atletas podem ser premiados nos trés primeiros lugares.

Observe que, agora, a ordem em que os atletas serdo premiados ndao é mais importante. Portanto, a solugdo é

P(25,3) 25! 25!
3! 31(25 —3)! 31221

C(25,3) = = 2.300

Exemplo F.18: De quantas maneiras é possivel escolher uma comissdo de 4 pessoas em um grupo de 10 pessoas?

_PA04) 100 10!
c10,4) = 4! _4!(10—4)!_4!6!_210

Atencao

Lembre-se que a diferenca entre permutacGes e combinagGes consiste em se os objetos sdo simplesmente
selecionados ou se sdo selecionados e ordenados. Se a ordem é relevante, o problema envolve permutagdes; se
a ordem ndo é relevante, o problema envolve combinagdes.

Ao se resolver problemas de contagem, frequentemente utilizamos mais de uma técnica simultaneamente. Por
exemplo, podemos utilizar combinagdes junto com os principios da multiplicagdo ou da adigdo.

Exemplo F.19: Em uma escola, desejamos formar uma comissdo de dez estudantes escolhida entre duas turmas
com 20 estudantes (Turma A) e 30 estudantes (Turma B).Pergunta-se:
a) De quantas maneiras é possivel selecionar 4 estudantes da Turma A e 6 da Turma B?
) De quantas maneiras é possivel selecionar uma comissdo com exatamente 1 estudante da Turma A?
c¢) De quantas maneiras é possivel selecionar uma comissdo com, no maximo, 1 estudante da Turma A?
) De quantas maneiras é possivel selecionar uma comissdo com, pelo menos, 1 estudante da Turma A?

Primeiramente, observe que a ordem dos estudantes ndo é importante. Assim, temos problemas de combinacgGes.
Agora, vamos analisar caso a caso.
a) Aqui, temos uma sequéncia de duas tarefas, selecionar estudantes da Turma A e selecionar estudantes
da Turma B. Assim, vamos usar o principio da multiplicagdo para resolver esse problema. Para a Turma A,
temos C(20, 4) e para a Turma B, C(30, 6). Portanto, a solugdo é:

! |
€(20,4)-C(30,6) = 2. 30 _ 4 845 % 593.775 — 2.876.839.875

4116! 624!

b) Novamente uma sequéncia de tarefas. Primeiro, selecionar um Unico estudante da Turma A e, depois,
selecionar o restante da comissdo entre os estudante da Turma B. Assim, existem C(20, 1) maneiras de
se selecionar um Unico estudante da Turma A e C(30, 7) de se selecionar o restante da comissdo entre os
estudantes da turma B. Portanto, a solucgdo é:

20! 30!
C(20,1)- C(30,7) = — — 920% 2.035.800 = 40.716.000

1119! 71231

TICs



c) Agora, note que para termos, no maximo, 1 estudante da Turma A na comissao significa que podemos ter
ou 1 ou 0 estudante da turma na comissdo. Esses eventos sdo disjuntos, o que nos obriga a usar o principio
da adigdo. O numero de maneiras de se selecionar exatamente 1 estudante da Turma A para a comissao
é a resposta do item b. O nUmero de maneiras de se selecionar 0 estudante da Turma A para a comissao
€ 0 mesmo que selecionar a comissdo toda entre os estudantes da Turma B, ou seja, C(30, 8). Portanto, a
solugdo é

20! 30! 30!
11191 71231 " 81221
= 40.716.000 + 5.852.925 = 238.307.694.300.000

C(20,1)- C(30,7) + C(30,8) =

d) Ha varias formas de resolver esse item. A mais simples é resolver contando todas as maneiras possiveis de
se formar a comissdo com 8 estudantes selecionados entre os 50 estudantes disponiveis (as turmas Ae B
juntas) e, depois, eliminar (subtrair) o nimero de comissdes formadas exclusivamente por estudantes da

Turma B. Logo, a resposta é

C(50,8) — C(30,8) = 536.878.650 + 5.852.925 = 531.025.725

Resumo

Nessa unidade, apresentamos e discutimos algumas técnicas de contagem. A Tabela F.1 resume as metodologias

que podem ser aplicadas em vdrias situagGes, embora seja importante frisar que possam existir mais de uma

metodologia para resolver o mesmo problema ou também a utilizacdo simultanea de duas ou mais técnicas.

Desejamos contar o numero de ...

Técnica a ser empregada

Subconjuntos de um conjunto com n elementos

Use a féormula 2®

Possibilidades de resultados de eventos sucessivos

Multiplique o nlimero de resultados possiveis para cada
evento

Possibilidades de resultados de eventos disjuntos

Some o numero de resultados possiveis para cada evento

Possibilidades de resultados dadas escolhas
especificas em cada etapa

Desenhe uma arvore de decisdo e conte o nimero de
caminhos

Elementos em partes da interse¢do de conjuntos

Use a férmula para o principio de inclusio e exclusao

Arranjos ordenados de r entre n objetos distintos

Use a férmula para P(n, r)

Maneiras de selecionar r entre n objetos distintos

Use a férmula para C(n, r)

Maneiras de selecionar, com repeticdo permitida, r
entre n objetos distintos

Use a formula paraC(r+n-1,1)

Tabela F.1: Problema de contagem x Técnica de contagem.



LISTA DE EXERCICIOS

1. Emumasorveteria, pode-se escolher sorvetes nos sabores morango, limao, creme, pistache, flocos ou napolitano,
com um acompanhamento entre flocos de amendoim, balas de goma ou flocos de arroz e uma cobertura que pode
ser de chocolate, baunilha ou leite condensado. Quantos sorvetes diferentes podem ser montados?

2. Em relagdo ao Exercicio 1, se uma pessoa for alérgica a pistache e flocos de amendoim, quantas
possibilidades de escolha de sorvete ainda sdo possiveis?

3. Uma senha para acesso a um sistema eletrénico consiste de quatro letras seguidas de dois numeros.
Quantas senhas diferentes existem?

4. Em relagdo ao Exercicio 3, se ainda houver diferenciacdo entre letras mailsculas e minusculas, quantas
senhas podem ser criadas?

5. Quantos numeros de trés digitos menores do que 500 podem ser formados usando-se os algoritmos 1, 3,5 e 7?

6. Deve-se escolher dois operarios para formarem uma comissdo. Existem 15 voluntdrios do setor A e 22 do
setor B. Se a comissdo deve ser formada por operdrios do mesmo setor, de quantas maneiras diferentes a
comissao pode ser formada?

7. Um byte é formado por 8 bits que podem ser 0 ou 1. Pergunta-se:

a. Quantos bytes existem?

b. Quantos comegam e terminam com 1?

c.  Quantos comegam ou terminam com 1?

d Quantos tém o segundo digito igual a 0?

e. Quantos comeg¢am com 0107?

f. Quantos comegam com 11 ou terminam com 017?

8. Em um grupo de 50 cientistas, todos falam inglés ou alemao, 42 falam inglés e 26 falam alemao. Quantos
cientistas falam inglés e alemao?

9. Em uma festa, todos os convidados bebem cerveja ou uisque, 21 convidados bebem cerveja, 13 bebem
uisque e 5 bebem tanto cerveja como uisque. Quantos convidados ha nessa festa?

10. Em um grupo de 30 jovens que ouvem rock, musica gospel ou axé music, 20 gostam de rock, 22 de
musica gospel, 16 de rock e musica gospel, 12 de rock e axé music, 16 de musica gospel e axé music e 12
gostam dos trés tipos de musica. Quantas pessoas gostam de musica gospel?

11. Uma pesquisa entre 200 jovens de um bairro mostrou que 91 tém carro, 102 tém bicicleta, 33 tém
moto, 58 tém carro e bicicleta, 21 tém carro e moto, 10 tém bicicleta e moto e 4 tém os trés veiculos.

a. Quantos jovens tém apenas bicicleta?
b. Quantos jovens ndo tém nenhum dos trés?

12.Se 12 cartas forem retiradas de um baralho padrdo, é possivel que, pelo menos, duas sejam do mesmo
naipe?

13. Em um grupo de 25 pessoas, é possivel que existam, pelo menos, trés pessoas que nasceram no mesmo
meés?
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14. De quantas maneiras diferentes podemos ordenar 7 objetos?

15. Os 12 clubes de futebol de uma regido deverdo aparecer em uma lista. Quantas listas diferentes sdo
possiveis?

16. De quantas maneiras diferentes 6 homens e 8 mulheres podem estar localizados em uma fila?

17. De quantas maneiras uma pessoa pode selecionar 6 bolas azuis e 3 bolas vermelhas em uma colecdo de
25 bolas azuis e 12 bolas vermelhas?

18. Um estudante precisa selecionar 6 disciplinas, entre 12, para o proximo semestre e uma delas tem que ser
Matematica ou Fisica. De quantas maneiras o estudante pode escolher suas disciplinas?

19. Uma comissdao em uma camara municipal deve ser formada por trés vereadores. Os vereadores estdao
assim distribuidos:

e cinco apdiam o prefeito;

e trés sdo de partidos de oposicdo;

e quatro pertencem a partidos independentes.

a. De quantas maneiras pode-se escolher essa comissao?

b. De quantas maneiras pode-se escolher essa comissao se ela deve incluir, pelo menos, um vereador
pertencente a um partido independente?

c. De quantas maneiras pode-se escolher essa comissao se ela ndo pode incluir ao mesmo tempo vereadores
pertencentes a partidos que apdiam o prefeito e vereadores de partidos de oposi¢cdo?

d. De quantas maneiras pode-se escolher essa comissao se ela deve incluir, pelo menos, um vereador
pertencente a um partido que apdia o prefeito e, pelo menos, um vereador de partidos da oposi¢ao?

20. Quantas solugdes distintas, inteiras e ndo-negativas existem para a equagdo x, +x, +x, = 6 se as solugdes

x,=1,x,=2,x,=3ex,=3,x,=2,x,=1s3o consideradas distintas?
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MATRIZES
G.1 TERMINOLOGIA

Os dados em muitos problemas matematicos podem ser apresentados em forma de um arranjo retangular
de valores; esse arranjo é chamado de matriz. Por exemplo,
4 -3 0 1 -2
A=6 8 -1 7 -9
3 5 -8 —4 2

é uma matriz com trés linhas e cinco colunas. A dimensdo da matriz é dada pelo seu nimero de linhas e
de colunas. No nosso exemplo, temos uma matriz com dimensao 3 x 5.

Os elementos de uma matriz A sdo denotados por a,, onde i é o indice da linha e j é o indice da coluna
onde o elemento estd. No nosso exemplo, o elemento a,, da matriz A vale 7, pois esse elemento esta
localizado na segunda linha e quarta coluna.

Em uma matriz, a distribuicdo dos seus elementos é importante. Assim, para que duas matrizes sejam
iguais, elas devem possuir a mesma dimensdo e os mesmos elementos nas mesmas posi¢cdes. Por
exemplo, sejam as matrizes

a 4 b -1 v 4

X = e Y=
-2 ¢ 8 -2 3 8

Para que X = Y, temos que ter obrigatoriamentea=-1,b=4,c=3 ev=4.

Em muitos problemas praticos, surge um tipo de matriz chamada de matriz quadrada, na qual o nimero

de linhas e o nimero de colunas sdo iguais. Se A é uma matriz quadrada n x n, entao os elementos a,_, a

11’ 722’

a,, .. a formam a diagonal principal da matriz.

Outro tipo especial de matriz surge quando imaginamos dobrar uma matriz quadrada ao meio ao longo
da diagonal principal, e os elementos que se sobrepdem sdo iguais. Nesse caso, temos uma matriz
simétrica, na qual a,=a, Por exemplo, considere a matriz

2 1 4
A=]1 -3 5
4 5 6

A matriz A é quadrada com dimensao 3 x 3 e também é simétrica. A parte triangular superior (a parte
acima da diagonal principal) € uma reflexdo da parte triangular inferior. Ainda observe que a,,=a, =1,

alg=a31=4e023=a32=5.
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G.2 OPERACOES MATRICIAIS

MULTIPLICAGAO POR UM ESCALAR

Essa operacao multiplica cada elemento de uma matriz por um tnico valor fixo, chamado escalar. O
resultado é uma matriz com a mesma dimensdo que a matriz original.

e Exemplo G.1: Multiplique a matriz A pelo escalar r = 2.

1 4
A=|5 6
-3 2

Nesse caso, queremos determinar a matriz B=r - A. Assim, temos que
[1 4 2 8

B=r-A=2-4=2./5 6/=10 12
-3 2| |-6 4

SOMA DE MATRIZES
A soma de duas matrizes A e B apenas esta definida quando as matrizes possuem a mesma dimensao.
Nesse caso, somamos os elementos correspondentes das matrizes. Matematicamente, se A e B sao

matrizes m x n, entdo C = A + B é uma matriz também m x n com elementos

¢; =a; +by

e Exemplo G.2: Some as matrizes A e B a seguir.

1 3 6 2 0 -2 8 1
A= B=
0 4 -4 5 5 2 3 —4
Temos, entdo que:
13 6 2 |0 -2 8 1 11 14 3
C=A+B= + =
04 —4 5/ |5 2 3 —4 |56 -1 1

OBSERVACOES IMPORTANTES

a) A subtragdo de matrizes é definida porA-B=A+(-1) - B.

b) Em uma matriz nula, todos os seus elementos sdo iguais a zero. Se somarmos uma matriz nula m x n a qualquer outra
matriz A, também m x n, o resultado é a propria matriz A. Isso pode ser simbolizado por 0 + A = A.

c) SeAeBsdomatrizesm xneseressdoescalares, as seguintes equagdes matriciais sdo verdadeiras:
A+B=B+A
(A+B)+C=4+(B+0C)
r(A+B)=rA+ B
(r+s)A=rAd+sA
r(sA) = (rs)A
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MULTIPLICAGI\O DE MATRIZES

A definicdo do produto de matrizes é baseada na utilizacdo de matrizes em matematica para representar
certas func¢des, conhecidas como transformacoes lineares, que levam pontos do plano real em pontos do
plano real.

Assim, para efetuarmos o produto entre duas matrizes A e B, o nimero de colunas de A deve ser igual ao
numero de linhas de B. Entdo, podemos calcular A - B se A é uma matriz m x p e B¢é uma matriz p x n. 0
resultado serd uma matriz com dimensao m x n. O elemento da matriz A - B na linha i, coluna j, é obtido
multiplicando-se os elementos da linha i da matriz A pelos elementos correspondentes na coluna j da
matriz B e somando-se todos os resultados. Matematicamente, temos que C=A - B com

P
Cy = E ay X by
k=1

e Exemplo G.3: Determine a matrizC=A - B.

2 4
52 -10
A=|-1 3 B=
6 4 -3 1
-2 1

Inicialmente, observe que a matriz A é 3 x 2 e que a matriz B é 2 x 4 ou seja, o numero de colunas de A é igual ao
numero de linhas de B. Portanto, podemos realizar o produto A - B, cujo resultado sera uma matriz 3 x 4.

Para determinarmos o elemento ¢, , da matriz C, multiplicamos a linha 1 de A pela coluna 1 de B, somando os
resultados, isto é,

2x5+4+4x6=104+24=34

A Figura G.1 ilustra o procedimento descrito.

Figara a1 Prows ool v i pnnrs detesmend o o e i ¢ o seanes © - A - Fo
“ends 4z Buinr

O elemento c,, € obtido multiplicando a linha 1 de A pela coluna 2 de B, somando os resultados, isto €,

2x2+4x4=4+16=20

A Figura G.2 ilustra o procedimento.

_ 3420
5 -1 0
|G -3 1
-2 1
Figim T Ao g shees soliar ocodsndnns oy da macds D4 - R
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O produto completo é:

34 20 —-14 4
C=A.-B=|13 10 -8 3
-4 0 -1 1

e Exemplo G.4: Dadas as matrizesAe B, calculeC=A-BeD=B - A.

_ 5 3
2 4 3
A= B=|2 2
4 -1 2
6 5
5 3
2 4 3 2x54+4%x24+3x6 2x3+4x24+3x%x5H 36 29
C=A-B= . = =
-1 2 4x5+(—1)x2+2x6 4x3+(-1)x2+2x5 (30 20
6 5
5 3 Bx24+3x4 5x4+3x(-1) 5x3+3x2| [22 17 21
2 4 3
D=B-A=|2 2| =[2x242x4 2x4+2x(-1) 2x3+2x2|=[12 6 10
4 -1 2| |
6 5 [6x2+5x4 6x4+5x(—1) 6x3+5x2 32 19 28

e Exemplo G.5: Repita o Exemplo G.4 para as matrizes

2 -1 -4 3
A= B=
3 -2 -5 2
2 —1][-4 3] [2x(-4)+(-1)x(=5) 2x3+(-1)x2| [-3 4
C=A-B= : - —
3 -2/ -5 2| [3x(—4)+(-2)x(=5) 3x3+(-2)x2| [-2 5
—4 3] [2 -1 [(~49x2+3%x3 (-Dx(-)+3x(=2] [1 -2
D=B-A= : = =
-5 2| 3 2| |[(-5)x2+2x3 (=5)x(-1)+2x(=2)| [-4 1

Dos resultados dos Exemplos G.4 e G.5, concluimos que, mesmo as matrizes A e B tendo dimensdes que

permitam realizar os produtos A - Be B - A, esses produtos nao sdo necessariamente iguais.

RELACOES IMPORTANTES

Se A, B e C sdo matrizes de dimensdes apropriadas e se r e s sdo escalares, as equagdes matriciais a seguir

sdo verdadeiras:
A-(B-C)=(A-B)-C

A-(B+C)=4-B+4.C
(A+B)-C=A.C+B-C
rA-sB = (rs)(A- B)
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G.3 MATRIZ IDENTIDADE

A matriz n x nna qual todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e todos os demais elementos
sdo iguais a 0 é chamada de matriz identidade e denotada por I. Se multiplicarmos a matriz identidade
por qualquer outra matriz 4, n x n, o resultado sera a prépria matriz 4, isto é,

I-A=A-T=A4

G.4 TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ

A transposta de uma matriz A, denotada por A7, é obtida trocando-se as suas linhas pelas suas colunas.

Assim, se o elemento na linha i, coluna j da matriz 4 é a,, entao afj =a,.

e Exemplo G.6: Dada a matriz

1 2 3
A =
-2 5 6
e determine a matriz B=A".
1 -2
B=A"=2 5
3 6

G.5 INVERSA DE UMA MATRIZ

Uma matriz 4, n x n, é inversivel se existe uma matriz B, n x n, tal que

A-B=B-A=1
Nesse caso, dizemos que a matriz B é a inversa da matriz A e denotamos por A™.

e Exemplo G.7: Considere as matrizes

2 1 0 0 3 -3 -3 2

1 0 -1 1 -5 6 6 —4
A= B=

0 1 1 1 4 -5 —4 3

-1 0 0 3 1 -1 -1 1

Vamos calcular os produtos A - Be B - A.

2 1 0 o3 -3 -3 2 1 000
1 0 -1 1{|-5 6 6 —4 |01 0 0
A-B= . = =17

01 1 1{|4 -5 —4 3 0010
-10 0 3|1 -1 -1 1 0001

3 -3 -3 2|[/2 1 0 0 [1 000

-5 6 6 —-4(|1 0 -1 1 0100

B-A= . = =71
4 -5 -4 3 0 1 1 1 0010
0

S
o
—

Observamos que A-B=B-A=l. Portanto, a matriz B é a inversa da matriz A, isto é, B= A",



As matrizes booleanas (em homenagem a George Boole, um matematico inglés do século XIX, criador da
logica e da algebra booleana) sdo um tipo especial de matrizes nas quais os seus elementos valem 0 ou

1. Por exemplo, a matriz A € uma matriz booleana

011
A=[0 1 0
1 01

Nesse contexto, os valores 0 e 1 sdo interpretados como valores légicos ou valores booleanos. Para os

valores booleanos, podem ser definidas as seguintes operacgoes:

e multiplicagdo booleana: x A y = min(x, y)
e soma booleana: x v y = max(x, y)

onde min e max significam, respectivamente, valor minimo e valor maximo entre x e y.

De acordo com essas definicdoes, podemos montar tabelas para a multiplicacdo e soma booleanas,
conforme mostrado nas Figuras G.3 e G.4.

£ ) T N i) RV
i) [ oo 0
011 0 [l 1 1
1] (] 1| C 1
1|1 1 11 1

Fim 0.3 Muligdcichobiog . FRdraG.d 5003 Dadeara.

“pres 4 A “eres 4o Aok

Baseados na multiplicacdo booleana e na soma booleana entre valores, podemos definir a operacdo de
multiplicacdo booleana entre duas matrizes A e B (matrizes booleanas com dimensdes apropriadas),

denotada por A x B. Os elementos da matriz booleana C = A x B sdo dados por

m

¢ = \/(a, Aby)

k=1

Ndés podemos também definir dois andlogos da soma para as matrizes booleanas (matrizes com mesmas
dimensdes): A A B, onde os elementos correspondentes sdo combinados usando-se a multiplicacdo
booleana; e A v B, onde os elementos correspondentes sdo combinados usando-se a soma booleana.
e Exemplo G.8: Dadas as matrizes booleanas
1 01 011
A=[0 1 0 e B=|0 01
110 1 00

calculeAxB,AABeAvVB.
1
AxB=10 1 0/x|0 0 1|=
Ll 1001 0O

=

1 011
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AAVOADVIAL TADVOADV(IAD (IADVOALV(IAD
=0A0VIA0VOAL OALDVAADVOAD (0ALV(AALV(OAD)-=
AADVIADVOAL AADVAADVOAD) (1AL)VIALVOAD)
111
=0 0 1

011

1 01 (011 1A0 0A1 1AL 0 01
AANB=|0 1 0[A|0 O 1|=|0A0 1AO0 OA1l{=[0 O O
1 10 (1 00 1A1 1A0 OAD 1 00

101 (01 1} (1v0 Ovl 1vl] |1 1 1
AvB=0 1 0|v|i0 0 1f=|0v0 1VvO OV1li=|0 1 1

110 |1 00 1vl 1vO0 OvO] (1 1 O

LISTA DE EXERCICIOS

1. Para a matriz

6 —5 3

A=[1 -9 2

4 -7 8

quais sao os valores dos elementosa, ,a ., a ,a._., a, ea,?

117 7137 7227 723 731 33°

. Determine os valores der, s e t na equacao matricial

2 -4 5 2 r—2s 5
1 0 3f=1 t-=2r 3
6 -2 7 6 -2 s+t

. Encontre os valoresde x, y, ze tem

T+y 2z-3y 4 =7

z—1t =z4+2t -6 6

. Se A é uma matriz simétrica, determine os valores de x, y e zem
8 = 2

A=-2 4 y
z 5 -3



5. Comr=4,s=-2,

2 1 4 1 2
A=|-1 0 B=6 -1 5
3 4 1 3 2

calcule as seguintes operagdes:

A+D
A-D

rB
A+rD
B-D
A-C
c=C-C
sC

r(sC)
D-C
B-A+D
s(A+D)
SA-rD

(A-C)-D

3 3-FTTS@ 00T

6. Para

2 3 z 3
A= e B=
4 1

y 2

calcule os valores de x e y sabendo que A - B=B - A.

7. Mostre que, para

1 3 - %
A= e B =
2 2 B =%
B=A".
8. Mostre que a matriz
1 2
A=
2 4
nao é inversivel.
9. Dadas as matrizes
3 1 2 2 —4 b

A=0 —4 =2 e B=/1 3 0
5 -1 6 -2 6 -1
mostre que:

a. (A+B)"=AT+BT
b. (A-B)"=B"-AT

4 —6
1 3
2 -1
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10.

11.

12,

Encontre duas matrizes2x 2, Ae B,de modoque A - B=0, porémA=0eB#0.

Para as matrizes booleanas

1 01 010
A=01 0 e B=|1 0 0
110 1 01

determineAAB,Av B, AxBeBxA.

Para as matrizes booleanas

011 110
A=1 0 0 e B=|1 01
1 01 011

calculeAANB,Av B, AxBeBxA.
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ESTRUTURAS ALGEBRICAS
H.1 DEFINI(}()ES E EXEMPLOS

Vamos comecar analisando uma forma bem conhecida de aritmética, a soma de inteiros. Existe um

conjunto Z de objetos (o conjunto dos niimeros inteiros) e uma opera¢do binaria nesses objetos (a
soma). Nao podemos esquecer a Unidade D do nosso Curso. Uma operacdo binaria em um conjunto tem
que ser bem definida (dar uma Unica resposta sempre que for aplicada a dois elementos do conjunto) e o
conjunto tem que ser fechado em relacdo a operacdo (a resposta tem que ser um elemento do conjunto).
A notacdo [Z, +] denota o conjunto com a operagdo bindria.

Em [Z, +], uma equacao do tipo

3I+@2+49)=0B+2)+4

é valida. Em cada lado da igualdade, os inteiros permanecem na mesma ordem, mas o agrupamento
desses inteiros, que indica a ordem em que sdo efetuadas as somas, se altera. A alteracdo dessa ordem,
porém nao influi no resultado final, que continua o mesmo.

Um outro tipo de equagdo que é valida em [Z, +] é

34+5=5+3

Nesse caso, a mudanga da ordem em que os inteiros sdo somados ndo altera o resultado final.

Equacdes do tipo
5+0=5
0+2=2
—-32+0=-32

também sado validas. Somar zero a qualquer inteiro ndo altera o valor desse inteiro.

Por fim, equacgdes do tipo
54(=5)=0

-10-10=0

também sdo validas, pois somar o negativo de um inteiro a esse inteiro resulta em zero.

Essas equagdes representam quatro propriedades bastante frequentes com operagdes binarias em

conjuntos.
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Definicoes

Propriedades de Operacoes Binarias
Seja S um conjunto e seja A uma operac¢do binaria em S.

a) Aoperagdo A é associativa se
(V) (Vy)(V2) [z a(y az) = (zay)az]

A associatividade nos permite escrever x A y A z sem parénteses, pois 0 agrupamento ndo é relevante.

b) A operacdo A é comutativa se
(Vz)(Vy)(zay=yaz)

c) [S, A]tem um elemento identidade se

(3i)(Vz)(z ai=iaz = 7)

d) Se|[S, A]tem um elemento identidade i, entdo cada elemento em S tem um inverso em relagdo a A se

(Vz) Bz )(zaz=2"taz=1)

Grupo e Grupo comutativo
[S, A] é um grupo se S é um conjunto ndo vazio e A é uma operacdo binaria em S tal que:
1. A éassociativa;

2. existe um elemento identidade em S;
3. cada elemento em S tem um inverso em relagdo a A.

Um grupo em que a operacdo A é comutativa é chamado de grupo comutativo. Do apresentado
anteriormente, verificamos que [Z, +] € um grupo comutativo com elemento identidade 0.

e Exemplo H.1: Seja R+ o conjunto dos nimeros reais positivos e x a operagdo de multiplicagdo entre dois nimeros
reais, que é uma operac¢ao binaria em R+. Entdo, [R+, x] € um grupo comutativo. A multiplicacdo é associativa e
comutativa. O numero real positivo 1 funciona como uma identidade, pois

zxl=1xz=1z
para todo numero real positivo x. Todo nimero real positivo x tem um inverso em relacdo a multiplicacdo, que é o
numero 1/x, pois

mxl:lxmzl
T I

e Exemplo H.2: Considere M_(Z) o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 com elementos inteiros e seja + a soma de

matrizes. Entdo + é uma operagdo binaria em M_(Z). Portanto, [M,(Z), +] € um grupo comutativo, pois os inteiros
formam um grupo comutativo, de modo que cada elemento da matriz se comporta apropriadamente.

Observe que a soma de matrizes é comutativa, pois

Oy O N b, b ay +b, a,+b,

Ay oy by by, ty +by ey +b,

b, ta, b, +ay b, by + a, Oy

by +ay by +ay by by @y Gy
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A matriz

0 0
0 0
é uma identidade; e a matriz
2 -1
-3 4

é a inversa em relacdo a operacdo de soma de matrizes da matriz

Exemplo H.3: Considere [M,(Z), -], onde - é a opera¢do de produto matricial. Essa operagdo € fechada em M (Z).
Sabemos também, da Unidade G, que a multiplicagdo de matrizes é associativa. Além disso, a matriz

10
0 1

é um elemento identidade para a operagdo *, pois

la /1 0] [1L 0 [a B] [a &

i_r:d.[)'l[llr:d o d

Porém a operagdo do produto matricial ndo é comutativa e ndo apresenta elemento inverso pertencente ao
conjunto M,(Z). Portanto, [M,(Z), -] ndo é um grupo.

Exemplo H.4: Uma expressao da forma
—1 -2 2
e,z +a,_ 2" +e, 2" +...+0a2 +ar+a,

ondeg,eR,i=0,1,2,.,neneNéum polinmio em x com coeficientes reais (ou um polinémio em x sobre

R). Para cada i, g, é o coeficiente de x.. Se i € o maior inteiro para o qual g, # 0 e se i ¢ maior do que 0, entdo o
polindbmio tem grau i; se ndo existe esse i, o polindmio tem grau zero. O conjunto de todos os polindmios em x
sobre R é denotado por R[x].

Vamos definir a operagdo binaria + em R[x] como sendo a operagdo usual de soma de polindmios. Se f(x) e g(x)
sdo polindmio em R[x], entdo as somas f(x) + g(x) e g(x) + f(x) sdo iguais, pois os coeficientes sdo niumeros reais e
podemos usar as propriedades dos nimeros reais para a soma.

Temos também que, se f(x), g(x) e h(x) sdo polindmios em R[x], (f(x) + g(x)) + h(x) é igual a f(x) + (g(x) + h(x)). O
polinémio constante 0 é a identidade, pois 0 + f(x) = f(x), para todo f(x) € R[x]. E, além disso, o polindmio —f(x) é
a inversa em relacdo a operagao de soma de polindmios, pois —f(x) + f(x) = f(x) + (-f(x)) = 0.

Portanto, [R[x], +] € um grupo comutativo.

Exemplo H.5: Em relagdo ao grupo [R[x], +] do Exemplo H.4, qual é o elemento inverso do polindmio 3x® — 2x? + 5x - 7?

E o polindmio -3x3 +2x2 =5x + 7.



Uma forma visual de analisar se um conjunto e uma operacdo binaria definida nesse conjunto é um
grupo é através de uma tabela. Considere [Z, +]. A Tabela H.1 mostra as relacdes entre os elementos do
conjunto Z em relacdo a operagao +.

+/... 3 -2 -1 0 1 2 3
-3 6 -5 -4 -3 -2 -1 0
-2 5 4 -3 -2 -1 0 1
-1 -4 -3 -2 -1 0 1 2
0 3 -2 -1 0 1 2 3
1 -2 -1 0 1 2 3 4
2 -1 0 1 2 3 4 5
3 0 1 2 3 4 5 6

Tabela H.1 - Tabela para o grupho [Z, +]

Para verificar a comutatividade, basta verificar se existe simetria em relagdo a diagonal principal da tabela.

Para determinar se existe o elemento identidade, basta verificar se, no interior da tabela, existe uma coluna
que seja igual a coluna externa da tabela. Se existir, o elemento na coluna externa é a identidade. Ou, de forma
alternativa, verificar se existe uma linha interna da tabela que seja igual a linha externa da tabela. Se existir, o
elemento na linha externa é a identidade.

Para localizar se existe o elemento inverso, procure na linha correspondente até encontrar a coluna onde aparece a
identidade; depois, verifique ainda se a mudanca de ordem ainda resulta na identidade.

A propriedade associativa (ou a falta dela), no entanto, nao é facil de ser verificada através da tabela.

e Exemplo H.6: Considere um conjunto A e seja S, o conjunto de todas as fungbes permutacdo f:A — A.
A composicdo de fungdes preserva as permutages e € associativa, a funcdo identidade i, € uma permutacdo e,
qualquer que seja f€ S,, a fungdo inversa f existe e € uma permutagdo. Além disso,

foft=f"of=i,
Portanto, podemos concluir que [S,, o] é um grupo. Esse grupo € chamado de grupo de permutagées de A.

e Exemplo H.7: Se o conjunto A ={1, 2, 3, ..., n} para algum inteiro positivo n, entdo S, € chamado de grupo simétrico
de grau n e denotado por S .
Por exemplo, S, € o conjunto de todas as permutagdes de {1, 2, 3}. Existem seis permutacdes, que usando a
notagdo de ciclos da Sec¢do E.6.1, sdo:

p =i p, = (1,2) py = (1,3)
by = (2‘3) P, = (112;3} Py = (113\12)

Recordemos que a notacgdo de ciclo (1, 2), por exemplo, significa que 1 vai em 2, 2 vai em 1 e os elementos que ndo
aparecem permanecem fixos. A composi¢do (1, 2) o (1, 3) é executada da direita para a esquerda, de modo que
For (1, 3) Por (1, 2)
1 -+3—-3
2-2-1

3J—-1—2
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resultando em (1,3,2). Logo, p, o p, =(1,2)0(1,3)=(1,3,2)= p. Seguindo esse procedimento, vamos construir a

tabela para o grupo [S,,0], a qual esta mostrada na Tabela H.2.

°|p, b, Py P, D5 Ds
p,|pby b, P3 P, Ps P
p,| P, by Ps DPs P, Ps
b;|Ps bPs Py Py P, P,
Py | Py DPs DPs Py Ps P,
Ps | Ps P; Py P, Ds Dy
P | Ps P, P, DP3 Dy Ds

Observando a Tabela H.2, notamos que ndo ha simetria em relagdo a diagonal principal. Portanto, [S,, ] ndo € um

grupo comutativo.

H.2 RESULTADOS BASICOS SOBRE GRUPOS

Teorema sobre a Unicidade da Identidade em um Grupo
Em qualquer grupo [E A], o elemento identidade i é inico.

Teorema sobre a Unicidade de Inversos em um Grupo
Para cada elemento y em um grupo [F, A], y! é inico. Teorema sobre o Inverso de um Produto: Se x e y
pertencem ao grupo [F, A], entdo (xay)t=yTAx™

Definicao

Regras de Cancelamento: Um conjunto S munido de uma operacdo binaria A satisfaz a regra de
cancelamento a direita se, quaisquer que sejamx, y,Z€ S,x A z=y A zimplica em que x = y. Ele satisfaz
aregra de cancelamento a esquerda se, quaisquer que sejamx,y,zZ€ S,z A x=7 A yimplicaem quex =y.

Teorema sobre Cancelamento em um Grupo
Qualquer que seja o grupo [F, A], ele satisfaz as regras de cancelamento a direita e a esquerda.

Se [E, A] é um grupo, onde F é finito e possui n elementos, entdo n é a ordem do grupo e é denotada por
|F|. Se F é um conjunto infinito, entdo o grupo tem ordem infinita.

e Exemplo H.8: Seja A uma operagdo binaria associativa no conjunto {1, x, y, z, w}. Complete a tabela a seguir de

modo a definir um grupo com identidade 1.
Al x y z z

1|1

X z w 1
z w

z w X




A solugdo é

x| x y z w 1
y9iy z w 1

z|lz w 1 x y
wlw 1 x y z

H.3 SUBGRUPOS

Definicao

Subgrupo
Sejam [F, A] um grupo e A C F. Entdo, [A, A] é um subgrupo de [F, A] se [A, A] for um grupo.

Teorema sobre Subgrupos

Sejam [F, A] um grupo com identidade i e A C F. Entdo, [A, A] é um subgrupo de [F, A] se satisfaz as

seguintes condicdes:

A é fechado em relagdo a A;

2.i€A; 3.todo x € Atem um inverso em A.

Observacgdo: as propriedades da operacdo binaria ser bem definida e ser associativa, de fato, ndo precisam ser
verificadas pois, como A C F, A herda essas propriedades de F (F é um grupo).

Exemplo H.9: Sejam Z o conjunto dos nimeros inteiros, A o conjunto dos nimeros inteiros pares e + a operagao de
adicdo. Assim, A é fechado em relagdo a adigdo, contém 0 (o elemento identidade) e o inverso de qualquer inteiro
par (seu negativo) é um inteiro também par. Logo [A, +] é um subgrupo do grupo [Z, +].

Exemplo H.10: Considere o Exemplo H.9, onde A agora é o conjunto dos nimeros inteiros impares. Nesse caso,

[A, +] ndo é um grupo por varias razdes. [A, +] ndo é fechado em relacdo a adigdo, visto que a soma de dois inteiros
impares é um inteiro par. Outro motivo é que o subgrupo deve ter uma identidade para a adi¢do; 0 é o Unico inteiro
que serve e 0 ndo é impar.

Exemplo H.11: [Z, +] é um subgrupo do grupo [R, +].

Teorema de Lagrange
A ordem de um subgrupo de um grupo finito divide a ordem do grupo.

H.4 GRUPOS ISOMORFOS

Definicao

Isomorfismo de Grupos

Sejam [S, A] e [T, o] grupos. Uma aplicagao f:S — T é um isomorfismo de [S, A] em [T, 0] se

1. afuncgédo f é bijetora;

2. quaisquer que sejam x, y € S, f(xAy) = f(x) of(y).

A propriedade (2) significa que f é um homomorfismo.
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e Exemplo H.12: Sejam os grupos [R*, x] e [R, +], x e + as opera¢des de multiplicacdo e adi¢do, respectivamente, no
conjunto dos nimeros reais, b um ndmero real positivo, b # 1, e f a funcdo de R+ em R definida por

f(z) =log, =

Prove que f é um isomorfismo.
a) Prova: a funcdo f é bijetora. Temos que mostrar que a fungdo f é injetora e sobrejetora. Vamos mostrar que
fésobrejetora: se r € R, b" € R* e f(b') =log, b'=r. Além disso, f & injetora: se f(x1) = f(x2), entdo log, x, =
log, x,. Seja p=log, x, = log, x,. Entdo, b? = x, e bP=x,, logo x,=x,.

b) Prova: fé um homomorfismo. Se x, x, € R*, f(x, x x,)=log, (x, x x,) =log, x, +log, x, = f(x )+ f(x,). Observe
que log, 1 =0, de modo que fleva 1 (a identidade de [R*, x]) em O (a identidade de [R, +]). Observe
também que

log,(1 / z) = log, 1 — log, z = 0 — log, x = —log, z = —f(x)

De modo que f leva a inversa de x em [R, +] na inversa de f(x) em [R*, x].

Finalmente, ambos os grupos sdo comutativos.

Assim, os dois grupos do Exemplo H.12 sdo isomorfos, portanto eles sdo essencialmente iguais e cada um deles
pode ser usado para simular calculos no outro. Por exemplo, seja b=2. Entdo, [R, +] pode ser usado para simular o
calculo 64 x 512 em [R*, x]. Primeiro, levemos R* em R através da fungao f:

J(64) = log, 64 = log, 2° = 6
f(512) =1log, 512 = log, 2* =9

Agora, em [R, +], efetue o célculo
6+9=15

E, finalmente, usamos f* para retornar a R*:
f71(15) =2" =32.768

Observacgdo: antigamente, quando ndo existiam as calculadoras eletronicas, nimeros muito grandes eram
multiplicados usando-se tabelas de logaritmos com base 10, tal que se convertia um problema de multiplicagdo em um
de adicdo.

e Exemplo H.13: Considere o grupo [Z, +] e a fungdo f(x) =0.
A fungdo f é um homomorfismo do grupo [Z,+] no grupo [Z,+], pois f(x+y)=0=0+0=f(x) +f(y). No entanto, f ndo é
uma funcdo bijetora, portanto ndo é um isomorfismo.

e Exemplo H.14: Considere o grupo [Z, +] e a fungdo h(x)=x+1.

A fungdo h é uma fungdo bijetora, pois h(x)=h(y) implica em que x+1=y+1, ou seja, x=y, logo h é injetora; h
também é sobrejetora porque, qualquer que sejaz e Z,z-1 € Z e h(z-1)=z. Porém, h ndo é um homomorfismo do
grupo [Z, +] no grupo [Z, +], pois h(x+y)=x+y+1#(x+1)+(y+1)=h(x)+h(y). Portanto, h ndo é um isomorfismo.



LISTA DE EXERCICIOS

1. As operacgdes binarias a seguir, denotadas por A, estdo definidas sobre um determinado conjunto. Quais
sdo associativas? Quais sdo comutativas?

X se x é par
a. EmZ,xAy={ p”
x+1 se x é impar

b. EmN,xAy=(x+y)?
EmR, x Ay=x*
d EmRLYxAy=1/(x+y)

o

2. A tabela abaixo define uma operag¢do binaria A no conjunto {a, b, ¢, d}. Essa operagdo é associativa? E

comutativa?
Ala b ¢ d
ala ¢ d a
b|b ¢ a d
c a b d
d|d b a c
3. Mostre que o subconjunto
p=ti p3=(l,4]0(2,3)
P =(1,2)0(3, 1) pi=(1,3) 0 (2,4)
forma um subgrupo do grupo simétrico S,.
4. Quais das fung¢oes a seguir sdo isomorfismos?
a. Del[Z +]em][Z, +],f(x)=2
b. DelR, +]em IR, +], f(x) = | x|
c. De[R* x]em [R¥*, x], f(x) = | x| (R* é o conjunto dos niumeros reais nao nulos)

5. Seja S={-1, 1}. Mostre que [S, x] € um grupo, onde x é a multiplicacdo usual de inteiros.

TICs



Fundamentos Matematicos da Computacao

oedeojunwo 8 oedewlolu| ep seibojouds| sep 0sM Oe 0jUSWO

100



ALGEBRA DE
BOOLE E LOGICA
COMPUTACIONAL

Unidade |

Fundamentos Matematicos
da Computacao




Hramoense

ABrrhdEas - fia

igrasicay

asidsdelAbddards

N emo

~ ALGEBRA DE BOOLE
E LOGICA COMPUTACIONAL

11. ESTRUTURA DA ALGEBRA DE BOOLE

MODELOS E GENERALIZA(}()ES

Um exemplo notavel de estrutura algébrica é a dlgebra booleana ou Algebra de Boole (George Boole),
formulada inicialmente para modelar a légica proposicional e utilizada posteriormente por Shannon
(1938) para modelar circuitos eletronicos (ou digitais).

0 ponto de partida para o projeto sistematico de sistemas de processamento digital é a chamada Algebra
de Boole, trabalho de um matematico inglés que, em um livro de 1854, propde dar expressdo as leis
fundamentais do raciocinio na linguagem simbélica do calculo. Trata-se, portanto, de uma formaliza¢do
matematica da légica em sua forma mais simples, conhecida como Ldgica Proposicional.

Essalégica permite tratar dainterpretacao (isto é, atribuicdo de valor verdadeiro ou falso) de proposicoes
isoladas, ou da combinacdo de proposi¢cdes por meio de operacdes logicas simples.

A proposta original de Boole estava mais préxima do que hoje se chama dlgebra elementar, isto &,
trabalhava com operac¢des usuais, como soma e multiplicacdo, interpretando as expressoes resultantes
em termos de légica. Por exemplo, ao identificar a multiplicacdo de duas variaveis x e y como uma
expressdo logica de objetos que contém ao mesmo tempo as propriedades representadas por x e por y,
ele chega a necessidade da expressdo x - x = x, e dai a idéia de que s6 dois valores seriam validos neste
calculo, 0 e 1.

Ja o significado moderno de algebra (ou estrutura algébrica) é bem mais abstrato, e de apresentacio
mais complexa. No que se segue, veremos os principais resultados deste calculo para embasar a teoria
da simplificacdo de operacdes logicas.

Assim, a dlgebra de Boole é, simplesmente, um modelo ou generalizagdo para tratarmos com proposicdes
légicas que podem ser falsas ou verdadeiras, investigando-as através dos operadores booleanos

(operadores logicos).

DEFINICAO E PROPRIEDADES

Definicao

Algebra de Boole: Uma dlgebra de Boole é um conjunto A no qual estdo definidas duas operagdes
bindarias, + e -, e uma operagdo unaria, ’, e que contém dois elementos distintos, 0 e 1, tais que as seguintes
propriedades sdo validas, quaisquer que sejam x, y, z € A:
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W e+py—pn+ = Ibr y—y = ‘eommitatividade)
2a) lx+yl =+ {y+ 2 i(reyloz=x (y 2 ragsociatividade)
e+ iy D=0(a+p - (r+z Shir iy+z=>{r 1)+ (22 [distributividada)

dad e+ D= Aie 1= fexisléncia de
elernento nentra)

Ga)r+ = =1 Ghize- 2’ =0 [propriedade do
complemento)

A partir de agora, vamos denotar uma algebra de Boole por [4, +, -, ", 0, 1].

Considere o conjunto 4 ={0, 1} e defina operacdes bindrias + e - em A por x + y = max(x,y) e x - y = min(x,

y). Essas operacoes binarias podem ser ilustradas pelas tabelas .1 e 1.2.

1 0 1 : 0 1
0 0 1 0 0 O
1 1 1 1 0 1
Tabela 1.1 Operagéo binaria +. Tabela I.2 Operagéo binaria *.

A operacgdo unaria ’ é descrita pela Tabela [.3.

01
1 0

Tabela |.3 Operagéo unaria ‘.

Assim, 0'=1 e 1'=0. Entio, [4,+,-,’,0,1] € uma algebra de Boole. Podemos provar as 10 propriedades da

definicdo, verificando todos os casos possiveis. Por exemplo, para a propriedade 2a (a associatividade

de +), temos que
(0+0)+0=0+(0+0)=0

(0+0)+1=0+(0+1)=1
(0+1)+0=0+(1+0)=1
(0+1)+1=0+(1+1)=1
(1+0)+0=1+(0+0)=1
(1+0)+1=1+(0+1)=1
(1+1)+0=1+(1+0)=1
(1+1)+1=1+(1+1)=1

Para a propriedade 4b, temos que
0-1=0
1-1=1

Existem muitas outras propriedades que sdo validas em qualquer algebra de Boole. Essas propriedades

adicionais podem ser provadas usando as propriedades dadas na definicao.
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A idempoténcia da soma x + x = x é valida, pois

r+r=(r+z)-1= {4b}
=(@+e)lz+2)=  (5a)
=z4(z-2)= (3a)
=z+0= {5k}
==z (da)

Uma vez demonstrada uma propriedade na algebra de Boole, essa pode ser usada para demonstrar

outras. Na algebra de Boole, sempre que quisermos realizar uma demonstracdo do tipo
alguma expressdo = alguma outra expressao

podemos nos basear nas sugestdes a seguir.

a) Em geral, a melhor abordagem é comecar com a expressdao mais complexa e tentar provar que ela se reduz
a expressdao mais simples.

b) Considere somar 0 em alguma forma (como x - x”) ou multiplicar por 1 em alguma forma (como x + x”).
c) Sempre se recorde da propriedade 3a, a distributividade da multiplicacdo em relagcdo a soma.

d) Recorde-se da idempoténcia da soma e da multiplicacdo, x + x=xe x * x = x.

e) Sexéum elemento de uma algebra de Boole, o elemento x” é chamado de complemento de x. O

complemento de x satisfaz que

z+z'=1 e z-2'=0

Teorema sobre a Unicidade do Complemento
Dado um elemento x em uma algebra de Boole, se existe um elemento x,, tal que

z+xz, =1 e z-7,=0

entao, X, =X

Prova:
#H=x-l1= i)
ezt = (242" —1)
(5, 2)+ (- 2 (3b)
—(z-m)+ (e m) = (1)
=04 {zn)= iz x =0
=(z-r)+(z' 1) = (3h)
(z'-x)4+{2"-2) i1b)
o lr+x) = (3b)
—r'1= i+ —=1)

= LY



ALGEBRA DE BOOLE ISOMORFA

Duas estruturas sao isomorfas se existe uma bijecdo (chamada de isomorfismo) que leva elementos de
uma estrutura em elementos da outra de modo que as propriedades relevantes sio preservadas. Se
duas estruturas sdo isomorfas, cada uma delas é uma imagem espelhada da outra, com os elementos
simplesmente renomeados. As duas estruturas sao, essencialmente, iguais.

Suponha uma estrutura como a algebra de Boole com operag¢des binarias e unarias definidas em um
conjunto. Entdo, as propriedades relevantes sao como essas operacoes agem. Um isomorfismo tem que
preservar a acdo dessas operacgoes. Cada estrutura isomorfa tem que ser idéntica no sentido de que se
efetuarmos a operacdo e, depois, aplicarmos a funcdo obteremos o mesmo resultado que se aplicarmos,
primeiro, a funcao e, depois, efetuarmos a operacao. A Figura 1.1 ilustra essa ideia.

T
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Na Figura 1.1(a), efetuamos, primeiro, a operagao binaria nos elementos a e b, resultando em c e, depois,
c é levado em d pela funcdo. Na Figura 1.1(b), primeiro aplicamos a fun¢cdo em a e b, obtendo e e f, e,
depois, efetuamos a operacao binaria em e e f, obtendo d, o mesmo elemento que anteriormente. Assim,

ndo esque¢amos que

efetuar a operagdo e aplicar a fungdo = aplicar a fungdo e efetuar a operagdo

Definicao
Isomorfismo entre Algebras de Boole: Sejam [4, +, -, ", 0,1] e [a, &, , ', o, B] algebras de Boole. Uma
funcao f:A — a é um isomorfismo de [4, +, -, ’,0,1] em [a, &, =, "', a, B] se:

a) féuma bijecdo

b) fix+y)=fx) &fly)
c) flx-y)=flx) = fly)
d) fix’)=(fix)
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Teorema sobre Algebras de Boole Finitas
Seja A uma algebra de Boole arbitraria com n elementos. Entdo, n = 2™ para algum m e A é isomorfa a
0({1, 2, .., m}).

0 teorema acima nos fornece as informagdes a seguir.

a) O numero de elementos em uma dlgebra de Boole é uma poténcia de 2.
b) As algebras de Boole formadas pelo conjunto das partes de um conjunto sdo os Unicos tipos de algebras de
Boole finitas que existem.

CIRCUITOS LOGICOS

ELEMENTOS BASICOS DE LOGICA
Em 1938, o matematico americano Claude Shannon percebeu a semelhanca entre a l6gica proposicional
e a ldgica de circuitos elétricos e compreendeu que algebras de Boole poderiam ser utilizadas na

interpretacdo desses circuitos.

Imaginemos queasvoltagensemum circuito elétricosejam de doistipos: altaebaixa, querepresentaremos,
respectivamente, por 1 e 0. Consideremos também a existéncia de interruptores no circuito de modo que
um sinal igual a 1 fecha o interruptor e um sinal igual a 0 abre o interruptor (observe a Figura 1.2).

T=1 a=1nN L

L] L L — & -

Litlerropbor fectind [ngerrupsar alberko

Fgarm 1.3 Shaaknd e o oaias on 3l o oo o e ir o 2o il e
R L TE

Agora, vamos fazer a combinagdo de dois desses interruptores, controlados por x, e x,, em paralelo. A
Figura 1.3 apresenta os diversos casos possiveis.
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Na figura 1.3, observamos que valores de x, = 0 e x, = 0 fazem com que os dois interruptores estejam
abertos, interrompendo o circuito, de modo que o nivel de voltagem na saida é 0. Se um dos valores de x
for 1, no entanto, um dos interruptores, ou os dois, estara fechado, resultando em uma saida 1.



A Tabela [.4 resume o comportamento do circuito.

1
1
0

0

Rl ol R

0

[ S N

0

Tabela 1.4 Comportamento do circuito com dois disjuntores em paralelo.

Na Tabela [.4, se n6s substituirmos 1 por Ve 0 por F, obtemos a tabela-verdade para o conectivo logico

da disjuncdo. De uma forma mais geral, n6s podemos considerar o circuito como sendo um dispositivo

eletronico que implementa a operacao booleana +. Outros dispositivos implementam as operagoes

booleanas - e ’. Por exemplo, para aimplementac¢do do operador - seriam necessarios dois interruptores

associados em série, onde ambos devem estar fechados (x, = 1 e x, = 1) para se obter uma saida igual al.

Os dispositivos mencionados sofreram uma evolucdo tecnoldgica, passando de interruptores mecanicos

para valvulas eletronicas, depois transistores, chegando a circuitos integrados.

A porta l6gica OU, Figura 1.4(a), se comporta como a operacdo booleana +. A porta légica E, Figura 1.4(b),

representa a operacdo booleana -. A Figura 1.4(c) mostra um inversor (negacio), que corresponde a

operacdo booleana undaria ‘. Devido a associatividade das operagdes + e -, as portas ldgicas OU e E podem

ter mais de duas entradas.
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EXPRESSOES BOOLEANAS

Definicao

Expressdo Booleana: Uma expressdo booleana em n variaveis x,, x,, .., X_ € qualquer cadeia finita de

1

>

& | ftn
1 1 1
L0 1
] 1 1
] 0l il
b} Pootz liges 2

simbolos formados aplicando-se as seguintes regras:

1. x,x,.., x sao expressdes booleanas.
1 2 n

P —[:}g— -,-;i'

2. Se R e S sdo expressdes booleanas, entdo (R+S), (R - S) e (R)’ também o séo.

Por convencdo, o operador l6gico - possui precedéncia sobre o operador + e o operador ’ tem

precedéncia sobre os operadores + e -, de modo que x, + x, - x,equivale ax + (x, - x,).
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FUNGOES BOOLEANAS

Definicao:

Funcao Booleana: Uma fungdo booleana é uma funcao f tal que f:{0, 1}"— {0, 1} para algum inteiro
n 2 1. A notacao {0, 1}"representa o conjunto de todas as n-uplas formadas por 0 e 1. Uma fungdo
booleana, portanto, associa um valor 0 ou 1 a cada uma dessas n-uplas.

e Exemplo I.1: A tabela-verdade para a opera¢do booleana + descreve uma fungao booleana f com n=2. O dominio
de fé{(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)} e f{1,1)=1, f(1,0)=1, f(0, 1) = 1 e f(O, 0) = 0. De forma semelhante, a operagdo booleana
* também descreve uma func¢do booleana com n = 2 e a operagdo booleana * descreve uma fun¢do booleana com
n=1.

Qualquer expressdo booleana define uma tnica fun¢do booleana. Veja o exemplo a seguir.

e Exemplo I.2: A expressdo booleana x, - x, * + x, define a fun¢do booleana dada na tabela-verdade da Tabela I.5.

X

ololololr R R R
clolrRr R ololr |

oloclololr R oo
Ol R O R R R O R

ol r|lolr o r olr
R R, lololr Rl oo

CIRCUITOS E EXPRESSOES
Combinando as portas logicas E, OU e inversores, podemos construir um circuito légico que representa

uma expressao booleana dada e produz a mesma funcao booleana que a expressao.
e Exemplo 1.3: O circuito légico para a expressao booleana do Exemplo 1.2 esta apresentado na Figura I.5.
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e Exemplo 1.4: Desenhe os circuitos loégicos para as expressdes booleanas:

1 I|>’° D— £ + 2

- 1 - (1 + a)
e

a) X tx,




Reciprocamente, se tivermos um circuito l6gico, podemos construir uma expressao booleana que
possua a mesma func¢ao booleana.

e Exemplo I.5: A expressao booleana para o circuito Iégico da Figura .6 é

(z, - + 1) + z
s
. O

"I_'\-\.

Feimls Odrouia Kglcodos EscmaaLE.
“rres 4o v

e Exemplo I.6: Escreva uma fungdo booleana para o circuito légico da Figura I.7.

[
s | |
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“oribs s v

A funcdo booleana para o circuito légico da Figura 1.7 é (x’ +x)-x".

e Exemplo I.7: Escreva a fun¢do booleana em forma de tabela-verdade para o circuito l6gico do Exemplo 1.6.

1 1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1

Circuitos logicos construidos com portas ldgicas E, OU e inversores sdo conhecidos como circuitos
combinatdrios. Podemos resumir as caracteristicas desses circuitos como:

1. Aslinhas de entrada e saida estdo ligadas apenas por portas logicas.

2. Aslinhas podem se separar para servir de entrada a mais de uma porta légica.

3. N&o existem circuitos de realimentagdo, isto é, a saida de uma porta légica nunca pode servir de entrada para essa

mesma porta.
4. A saida de um circuito é uma funcgdo instantanea das entradas, ou seja, qualquer alteragdo que ocorra em, pelo

menos, uma das entradas, implicarda em imediata alteracdo da saida do circuito.
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FORMAS NORMAIS

Até o momento, o nosso conhecimento de légica combinacional nos permite:

e escrever uma Unica funcdo booleana para um circuito ou expressao;

e dada uma expressao booleana, sabemos encontrar um circuito légico que tenha a mesma fungdo booleana;
e dada uma expressdo booleana, sabemos construir um circuito légico que a implemente.

Agora, estaremos interessados em obter uma expressdo booleana (e, portanto, um circuito légico) a partir
de uma funcio booleana.

Suponha que queiramos determinar uma expressao booleana para a funcao booleana fdada na Tabela L.6.

ol ololoRr RiRLR R
oOlr| R oo Rr|r
ROl R OolrRr o R
R ololRr Rl ol R

0 0 0

Tabela |.6 Tabela-verdade para a fungéo f.

A tabela-verdade possui quatro linhas onde f é igual a 1 (linhas 1, 3, 4 e 7). A forma basica de nossa
expressdo vai ser uma soma de quatro termos, ( )+( )+( )+( ), de modo que o primeiro termo somente é 1
para os valores dalinha 1 e para nenhum outro valor. O segundo termo somente é 1 para os valores da linha
3 e para nenhum outro valor; e assim por diante. Dessa forma, a expressado toda € igual a 1 para os valores
indicados das variaveis e para nenhum outro valor (isso é exatamente o que queremos). Quaisquer outros
valores nas variaveis de entrada tornarao cada termo nulo e isso implicara em saida também nula.

Cada termo na soma sera do tipo a-f3-y,onde @ éx, oux’ , féx,0ux’, ey éx,oux’,.Se ovalordex,i=1,2,3,
na linha em que o valor da fungéo é 1 for 1, usamos o proprio x; caso o valor de x, nessa linha seja 0, nds
usamos x;. Esses valores irdo fazer com que o termo a - 8 - y seja 1 para essa linha e 0 para todas as outras.

Assim, temos
linha 1: @ - &, - o,

linha 3: @, « @ -
linha 4: z, -z -z,

k3 ! f
linha 7: ;- @, -z,
Portanto, a expressao final é

G g a) = (2 - 2y ) o+ (- 2 - ) 4 (- - o) =+ (- 25 - 3)

0 procedimento descrito, sempre nos conduzird a uma expressao para a funcdo que é uma soma de produtos,
conhecida como forma normal disjuntiva ou forma canénica em soma de produtos para a fun¢do booleana.

Como qualquer expressado booleana possui um circuito légico correspondente, qualquer funcdo booleana
possui um circuito légico que a implementa. A Figura 1.8 mostra o circuito 16gico associado a forma



normal disjuntiva da fungdo booleana f(x,, x,, x,).

Y
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Exemplo 1.8: Considere a tabela-verdade da Tabela I.7.

D,

X1 xz Xa g(xz' xz’ Xa)
1 1 1 1

1 1 0 0

1 0 1 1

1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

Tabela 1.7 Tabela-verdade para a fungao booleana g do Exemplo 1.8.

a) Determine a forma normal disjuntiva para a fungdo booleana g(x,, x,, x,).

Observemos que as linhas que possuem o valor 1 para a fungdo g e as suas respectivas entradas naformaa - 8 - y

sdo:

Entdo, podemos escrever a expressdo booleana para a fungdo g(x,, x,, x,) como

5'(3:11372#3"3) - {T1 Iy 'mﬁ)+ (ml 3'; ’ Iﬂ) +(3"‘1 :'“i 3:‘:) +(3:1’ IE ) 3:.1:] o (3:1’ : 3:'_5 '?':)

linha 1: x -
linha 3: o -
linha 4: w, -
linha 7: @ -
linha 8: x; -
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b) Construa o circuito légico que a implemente. A Figura 1.9 mostra o circuito légico que implementa a funcdo

booleana g.
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MINIMIZAGAO

Uma determinada funcdo booleana pode ser representada por mais de uma expressdo booleana e,
portanto, por mais de um circuito l6gico composto por portas loégicas E, OU e inversores.

Definicao
Expressoes Booleanas Equivalentes: Duas expressoes booleanas sdo equivalentes se correspondem as
mesmas fun¢des logicas.

Quando estamos pensando em implementar um circuito légico associado a uma fung¢do booleana,
queremos encontrar o circuito mais simples possivel (com a menor quantidade de portas légicas). Para
reduzir uma expressdo booleana a outra equivalente mais simples, n6s podemos usar as propriedades
da algebra de Boole, visto que elas expressam equivaléncia de expressdes booleanas. Por exemplo, se X é
uma expressao booleana contendo um termo do tipo x, + x, - x,e Y é a expressdo obtida de X substituindo
x, + X, - x,pela expressdo equivalente (x, + x,) - (x, + x,), entdo X e Y sdo equivalentes.

e Exemplo 1.9: Anteriormente, nés determinamos a forma normal disjuntiva para a fungdo booleana f dada pela

Tabela 1.6. Reduza a expressao de f a uma forma mais simples.
A forma normal disjuntiva encontrada foi

. ' ro ro
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Usando as propriedades da algebra de Boole, podemos reduzir f(x,, x,, x,) da seguinte forma:
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As propriedades da algebra de Boole utilizadas foram, de acordo com a Secdo 1.1.2:
e da funcdo original para a linha 1: idempoténcia
e dalinha 1 para alinha 2: comutatividade (2b)
e dalinha 2 para a linha 3: distributividade (3b)

e dalinha 3 para a linha 4: complemento (5a)
e dalinha 4 para a linha 5: elemento neutro (4b)

Assim, a fun¢do f(x,, x,, x,) pode ser implementada mais simplesmente pelo circuito l6gico mostrado na
Figura 1.10.
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Para percebermos, de uma forma mais clara, a simplificagdo realizada, compare as Figuras 1.8 (circuito
original) e Figura 1.10 (circuito simplificado).

e Exemplo 1.10: Simplifique a fungdo g(x,, x,, x,) do Exemplo 1.8.
No Exemplo 1.8, encontramos a forma normal disjuntiva da fungdo g(x,, x,, x,) como

- ! ! ! ! ! ! ! !
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a qual pode ser reduzida como mostrado a seguir.
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As propriedades booleanas utilizadas na simplificacao foram, sequencialmente:
e da fungdo original para a linha 1: idempoténcia

e dalinha 1 para alinha 2: comutatividade (1b)

e dalinha 2 para a linha 3: distributividade (3b)

e dalinha 3 para a linha 4: complemento (5a)

e dalinha 4 para a linha 5: elemento neutro (4b)

e dalinha 5 para a linha 6: comutatividade (1b)

e dalinha 6 para a linha 7: distributividade (3b)

e dalinha 7 para a linha 8: complemento (5a)

e dalinha 8 para a linha 9: elemento neutro (4b)

—

A implementacdo da fungao g(x,, x,, x,) simplificada esta mostrada na Figura [.11.
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Para uma visualizacao e compreensdo mais claras, compare as Figuras [.9 e [.11.

Caro Aluno, conforme vimos nos Exemplos 1.9 e 1.10, é possivel minimizar uma fun¢do booleana com
a utilizacao das propriedades da algebra de Boole. Porém, observe que, para isso, é necessario uma
certa dose de criatividade por parte do projetista de circuitos ldgicos. Isso faz com que essa forma de
minimiza¢do ndo seja frequentemente utilizada. Na sequéncia do seus estudos no Curso, vocé aprendera
uma forma bem mais eficiente de se realizar minimiza¢des em funcdes booleanas, conhecida como

mapas de Karnaugh.

ARRANJOS LOGICOS PROGRAMAVEIS

Um projetista de circuitos integrados, muitas vezes, prefere ao invés de projetar um chip especifico para
implementar uma determinada fung¢io booleana, utilizar um ALP (arranjo légico programavel ou, do
inglés, PLA - programmable logic array). Um ALP é um chip que ja possui em sua estrutura um arranjo de
portas logicas E e OU, junto com um reticulado retangular de fiagcdo e algumas fung¢des inversoras. Uma
vez definida a funcdo booleana em forma normal disjuntiva, interliga-se os componentes necessarios do
ALP.



A Figura .12 ilustra um ALP para trés entradas x,, x, e x,.
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NoALPdaFigural.12, observe a existéncia de quatro linhas de saida, portanto, é possivel aimplementacdo
de até quatro fungdes booleanas nesse ALP. Ao se programar o ALP, as linhas horizontais entrando em

uma porta E selecionam algumas das variaveis de entrada e, assim, a porta E forma o produto entre

essas variaveis. Por outro lado, as linhas verticais que entram em uma porta OU selecionam, quando

programadas - conectadas, as saidas das portas E realizando, assim, a soma dessas saidas e resultando

na funcao booleana desejada.
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AFigural.13 mostra como fica a programacdo do ALP da Figura .12 para as fung¢des booleanas f(x,, x,, x,)
e g(x,, x,, x,) discutidas anteriormente. A fungado booleana f corresponde a saida f, e a fungao g, a saida f,.

Gaiiag

-

— -

h J1 A b
. Aﬁkﬁ
B R[] -

AN AN AN AN AN

Fgdma .13 ALP secgranmiazhi pard ol memiar s Tonglzs The, i, dal @i, . 60
“pres 4 Avir-



LISTA DE EXERCICIOS

1. Considere o conjunto X={0, 1, x, X'} e sejam + e - operagdes binarias em X. A operagdo unaria ’ é definida

pela tabela

x = o

1
0
X
X

5

[x,+, -, ’, 0, 1] é uma dlgebra de Boole. Usando as propriedades validas para qualquer algebra de Boole,

complete as tabelas a seguir que definem as operacdes bindrias + e -.

+ 0 1 X x 0 1 X x’
0 0
1 1
X b'¢
x X’

2. Prove as propriedades a seguir para dlgebras de Boole. Justifique cada passo.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
8)
h)
i)

’

(x+y) =x"y
(x-y) =x"+y’

X+(x-y)=x

X (x+y)=x

X ly+(x- 2=y +(x-2)
x+[y (x+2)]=(x+y) * (x+2)

(V'  x)+x+(y+x) -y =x+(y - x)
(x+y - -x) =x

X y+x’'=y+x’ -y’

3. Uma operagdo bindria ® em uma algebra de Boole (OU Exclusivo, XOR em inglés)

é definida por a®b=a-b'+b-a’

Prove que:

a®b=b®a
a®a=0
O®a=a
l1®a=a’

4. Construa circuitos légicos para as expressdes booleanas a seguir usando portas légicas E, OU e inversores.

a) f=lx+y')-z

b)
c)
d)

g=(x+y) +y- 2
h=x-y +(xy)
k=(x+y) -z+y’
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5. Escreva uma expressdo booleana e a tabela-verdade correspondente para os circuitos légicos a seguir.
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6. Para as tabelas-verdade a seguir, determine a forma normal disjuntiva para as funcdes booleanas e

construa os circuitos logicos correspondentes.

a.

X, X, X, g(xl, X,, x3)

1 1 1 0

1 1 0 0

1 0 1 1

1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

X, X, X, g(x,x,x,)

1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1

1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

a b c d | fla,b,cd)
1 1 1 1 1
1 1 1 0 0
1 1 0 1 1
1 1 0 0 0
1 0 1 1 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 0 0 1
0 1 1 1 0
0 1 1 0 0
0 1 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
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fla, b, ¢, d)

fla, b, ¢, d)

d

d




7. Para as fungGes booleanas a seguir,

a. determine a forma normal disjuntiva;

b. construa o circuito légico correspondente;
usando as propriedades da algebra de Boole, reduza a expressdo para uma expressao equivalente cujo
circuito légico use apenas dois elementos légicos.

71 X, X, | 9(x,Xx,Xx,)
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
7.2 X, X, X, 9(x,x,x,)
1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0

8. Prove que as expressdes booleanas
(z,+m,) (2 + ) (3, +2,) e (z,-3,)+ (2] z,)

sdo equivalentes:

a. montando a tabela-verdade para cada uma delas;
b. usando as propriedades da algebra de Boole.

9. A Figura I.14 mostra um ALP nao programado para trés varidveis de entrada a, b e c. Programe esse ALP
para implementar as fungdes booleanas f e g dadas por

S=a-b-cta-b.c+a-b.c

g—a-b e +a'-b.-cta b

TICs
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10. Um avido a jato emprega um sistema de monitoracdo dos valores de rpm, pressao e temperatura dos
seus motores usando sensores que operam conforme descrito a seguir:

¢ saida do sensor R = 0 apenas quando a velocidade for < 4.800 rpm

e saida do sensor P = 0 apenas quando a pressdo for < 1,33 N/m?

e saida do sensor T = 0 apenas quando a temperatura for < 93,3 °C

A Figura 1.15 mostra o circuito légico que controla uma lampada de adverténcia dentro da cabine para
certas combinacdes de condi¢cdes dos motores. Admita que um nivel ALTO na saida W ative a luz de
adverténcia. Determine quais condi¢des dos motores indicam um sinal de adverténcia ao piloto.
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11. Oonibus espacial é controlado por trés computadores de bordo. Os resultados desses trés computadores
sdo comparados e é necessario que a maioria dos computadores esteja de acordo para que determinadas
acles sejam executadas. Encontre uma funcdo booleana, uma expressdo booleana e um circuito légico que
tem como saida a maioria dos trés valores de entrada.



