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1. Regra da cadeia
Assim como para funcao de uma variavel, esta técnica serve para calcularmos a
derivada de funcoes compostas, porém, agora, envolvem duas variaveis.

Se z=f(x,y), x=g(t) e y=nh(t) entio z = f(g(t),h(r))

dz 0z dx_l_ﬂz dy
dt 9x 'dt dy dt
Zz

R

t t

Diagrama da arvore
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Exemplo
mm\
E.AEE/ A TURS

TEMPO TEMFO

Seja a funcao que nos da a area de um retangulo de base b e altura h. Sabemos
que se variarmos a base ou a altura entao o valor da area também se alterara.
Mas para que isto ocorra, o valor da base e o valor da altura deverao variar com
o passar do tempo t, isto significa que as variaveis base e altura dependerao do
tempo t.

« taxa de variacao da area em relacao ao tempo t

» taxa de variacao da base em relacao ao tempo t

» taxa de variacao da altura em relacao ao tempo t

« taxa de variacao da area em relacao a base b

« taxa de variacao da area em relacao a altura h
Logo, encontraremos a taxa de variacao da area em relacao ao tempo t:
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Exemplo

Seja F(,¥) =22+ 2, com B =2t e y()=t+1

Calcule a derivada total da funcao f.
z

;o
t t
12 solucao) Efetue a composicao antes de derivar:

Fix@),y@®) = J2O2+(t+1)% =5t + 2t + 1

St+1
JSt2+ 2t +1

f'(x(t),y(t)) = %(Stz +2t+1)12, (10t +2) =
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22 solucao) Derive antes de compor:
z

/\

P

t t
dz dz dx Jdz dy

T T T

4 () o () -
dt 2 +y2) 2+y2)  JxZ+y?

_ 22+ (t+1) 5t+1
JROZ+(t+1)2 Jse2+2t+1
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Derivacao implicita
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Exemplo
Considere D a diagonal de um retangulo de lados x e y. Determine a taxa de
variacao de D em relacao a x, no ponto (3,4).

D? =x*+ y?
oD* a(x*+y?)
dx dx
aD — e e
D s i x=3ey=4—- D=5
ox oD 3
dD x ax 5
ax D

D esta crescendo a uma taxa de 3/5 unidades
por aumento de unidade de x no ponto (3,4)

noe
TICs




Funcdes de duas variaveis |l /

Exemplo

Calcule as derivadas parciais com relacao a x e a'y sendo

xyz+e“—1=10

- o 1ra—E+.ﬁ'za—j—f—ﬂl E+ S W
y Y- v xz+xy.a}’ e’ oy
dz  —yz dz  —xz
dx xy+e dy xy+ e?
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2. Gradiente

Defini-se gradiente de uma funcao diferenciavel f, e indica-se por Vf o vetor

C(rofy of L. of .
Vf = I'ﬂy) ou ainda V =3 d+ ﬂy",

O vetor gradiente (ou qualquer multiplo dele) possui a caracteristica de ser
normal a curva de nivel no ponto considerado.

'lhmﬂ:.ﬂ-ﬂ.rn.h}
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Propriedades algébricas do gradiente

V(kf)=kV]
Vi+gi=VI+Vy
Vif-9)=Vf-Vyg

V(fg)=fVag+gVf

v(i) _ y?f—;f?g
g 9
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Exemplo
af o
- (GL3)
dx dy
Calcule o gradiente da funcao f nos casos:

f(xy) =5y+2

w(x,y,z) = xlny + ylnz + zinx

Calcule o gradiente da funcdo f(x,y) = 5x*y 4+ 2x no ponto (3, 5).
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Exemplo

Calcule as coordenadas de um vetor normal a elipse no ponto de abscissa 1 e
ordenada positiva.

X + yl 1

4 16

1°) Aplicamos a abscissa do ponto dado:
2

1
R e e SN D

4 16

2°) Precisamos obter uma funcao f tal que a elipse dada seja uma curva de nivel:
x* " y*

fay)=7+7

3°) Claramente vemos que a elipse dada € a curva de nivel 1 da funcao f,
portanto, o vetor normal ao ponto (1, 2/3) é obtido através do gradiente.

v =(3.3) Tosn = (3°5)

1k k

3
Qualquer vetor da forma (z :_) serve como resposta.

TICs




Funcdes de duas variaveis |l /

Importancia do Vetor Gradiente

Uma importante informacao que o vetor gradiente traz é a do crescimento da
funcao:
« O vetor gradiente indica a direcao e o sentido de maior crescimento da
funcao a partir do ponto em que foi calculado.
« O modulo do vetor gradiente indica a intensidade do crescimento da funcao
a partir do ponto em que foi calculado.
.
O vetor gradiente ainda completa a informacao grafica obtida no mapa de
contornos de uma superficie, determinando o “fluxo de crescimento” da
superficie.
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Exemplo
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3. Derivadas direcionais

Suponha que quiséssemos calcular a taxa de variacao instantanea de uma funcao
em relacdo a distancia num certo ponto (x,, y,) na direcao de um vetor unitario

U=1u,l1+ U,j

Essa taxa de variacao € denominada derivada direcional da funcao f no ponto
(x0, y0) na direcao do vetor % .

(ﬁ) — lim f(zo + suy, Yo + sua) — f(Zo, Yo)
ds/,.p 0 s

Notacao: D f (x,, Y,)
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(ﬁ) i (@0 + 511, Yo + sua) — £ (20, yo)
ds IJ.FU = §

V31
Dada f(x,y)=xy, encontre Du(1,2), onde U= (— —

Resposta: 2,23. O que significa se percorremos uma pequena distancia a partir
de (1,2) na direcao e no sentido do vetor u, a funcao cresce 2,23 vezes a
distancia percorrida.
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Interpretacdao geométrica

(df) _ Jin S (%o + 81, 30 + 5U2) — f(20, Yo)
u.Fy

ds s—0 g

. O vetor u determina uma reta [ no plano xy
que pode ser expressa parametricamente por x=x

+SU, € Y=y, +su,

ot swplot M) =fe) . Observe que z=f(x +su,, y,+su,) é a
composta da funcao f com as x e y. Pelo

diagrama da arvore, temos:
D.f( - oz dx_l_ dz dy
uf(X0.¥0) = 2. 7 By s

z=flx,¥

. _(ﬂz ﬂz) (drd
g ~\ox'3y) \ds'ds
x {(xg + suy, ¥y + suy) .
Bixy )  w=ui+uj = Vf. (uuz)
=Vf. 1
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Resumindo...

D.f (Xo0,¥0) = Vf .U

Exemplo: Calcule a derivada direcional da funcao f(x,y)=3x2+4y%x no ponto
(-1, 2) e na direcao do vetor u=(3,4).

1°) Calculamos o vetor gradiente aplicado no ponto (-1, 2):

af af
Vf = (515;) = (6x+4y%,  8xy)|,, = (10,-16)

2°) Verificamos se o vetor direcional € unitario, caso contrario calculamos seu
versor:

- O T R G P ol
E ] 5

logo,

D.f(—1,2) = Vf.@i = (10,—1&}.(5,E

=l

34)_30 64 34
"5 5 5

Mas o que isto significa????

TICs




Funcdes de duas variaveis |l /

Interpretacao

Significa que se percorrermos uma pequena distancia a partir do ponto (-1,2) na
direcao e no sentido do versor de (3,4), entao a funcao decresce cerca de 6,8
vezes.
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Exemplo

D.f (X0,%0) = Vf .u

. (V31
Dada f(x,y)= Xy, encontre Du(1,2) onde u = 23

1°) Calculamos o vetor gradiente aplicado no ponto (1, 2):

of of
v = (5r3y) = 0Olan= @D

2°) Verificamos se o vetor direcional é unitario:

- () +(3) -

logo,

- V31 1
D.f(2,1)= VFf.i = (21) '(?’E =v3+ 522,23
Se percorrermos uma pequena distancia a partir de (1,2) na direcao e sentido de
u, entao f(x,y) cresce cerca de 2,23 vezes a distancia percorrida.
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Estimando a variacdo de f em uma direcao do vetor u

Para estimar a variacao do valor de f quando nos movemos ds a partir de P, em
uma direcao especifica u, usamos:

df = (Vflp-u) - ds

derivada direcional incremento de distancia

Exemplo: Em cerca de quanto variara f(z,y,2) = e"cosyz
quando o ponto P se deslocar da origem uma distancia ds=0,1 unidades na

direcdo do vetor @ =37+ 6j— 2k ?
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