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Funcgoes vetoriais: introducao /

1. Definicao
Seja D um subconjunto de IR. Uma funcao vetorial de uma variavel , r, com
dominio D, é uma correspondéncia que a cada numero real t de D associa somente
um vetor r(t) em IR".

0N
N

N

r=r(t)=x(t)i+ y(t)j — plano
o
r=r(t)=x(t)i+ y(t)j+ z(t)k — espaco

As funcoes x(t), y(t) e z(t) sao as componentes de r.
= r(t)=(t,0,8) =ti+17j + £k
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2. Dominio de uma func¢ao vetorial
E 0 conjunto de todos os valores admissiveis para t. Quando ele nao estiver
especificado, convencionamos que sera a interseccao dos dominios naturais das
funcoes componentes.

ex: = (Inft = 1)i + e’ j +~/tk

x=Int-1|=D=R-{}
e = DR wep  D=[01]U 1,45

z=\/;=:~D=‘:R+

TICs
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3. Graficos de funcdes vetoriais
Definimos o grafico de r(t) como a curva paramétrica descrita por suas
componentes. Tal curva é tracada num sentido especifico a medida que t cresce.
Esse sentido é chamado de ORIENTACAO ou DIRECAO de crescimento

do parametro.

p
7/

0

X
x -/ rir) = (fln), g(1), h(1) y

FIGURA 1
C € tracada pelo movimento da
ponta do vetor de posiglo r(r).
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EX.1 r(t)=(cost,sent,t)

No plano teriamos uma circunferéncia de raio 1, mas a medida que t cresce, cresce
também o valor de z. A combinacao destes movimentos circular e para cima produz
a curva denominada HELICE CIRCULAR.
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EX.2 r(t)=(2cost, 2sent,3)
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4. Forma vetorial de um segmento de reta
Vimos em Algebra Linear que:

F=r+1v

\ 4

Equacao vetorial da reta

Como V=F—F  temos:

peryri-n) o r=(1=0r+

que a forma vetorial de uma reta por 2 pontos.
Se quisermos representar apenas o segmento que vai de r,a r, temos que
restringir O0=st=<1

TICs
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Calculo de funcdes vetoriais
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5. Limites

Definicao: Seja r(t) uma funcao vetorial definida para todo t de algum intervalo
aberto contendo o niUmero a, exceto que r(t) nao precisa estar definida em a.
Escrevemos:

limr(® =L < lim/r@®)-L|=0

I—a I—a

|l"(l‘) - L| é a distancia entre os pontos
finais de r(t) e L quando esses vetores
estao posicionados com mesmo ponto
inicial.

r(t)

v
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Teorema

r(t)=xt)i+ y(t)j+z(t)k

J
limr(7) = hm x(2)i + hm y(t)j+ 11m z(t)k

f—a

Sempre que existirem os limites das funcées componentes.
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Exemplo: g_ 4
Seja a funcao vetorial: f(t) = (t“, 1 ﬁ,]ni , encontre o limite da funcao
quando t — 2. a

8 —t*
. _ - 2 " "
i (0) = (tny .ty 3. iy (0

Egm[t}:ﬁl

!jn%z{t]:m(?)

: . 8-t 0

imy(®) =lmi—% &

Aplicando L’Hopital:
. 8-t 3¢ - T B . 8-
Mi—p- My Mi—a-My Mi—g=3

lim f(t) = (4,3, In(2))
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6. Continuidade
Dizemos que uma funcao vetorial é continua em x=a se:

)dr(a)
ii)d ltl_l;n r (1)

jiiyr(a) = limr(¢)

I—a
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7. Derivadas
Definicao: Se r(t) for uma funcao vetorial, definimos a derivada de r em relacao
a t como a funcao vetorial r’ dada por:

#(1) = lim r(t+h)-r(t)
h—0 h

Fif+ M=

{a) Velor secante (h) Vetor tangente

Notacoes: ir(f);ﬂ;r'(z‘);r'

dt

TICs
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8. Interpretacdo geométrica da derivada

1°CASO: h >0 2°CASO: h<0

r(t+

Observe que o vetor: r(t+h)—-r(t) aponta na direcao do parametro

h
crescente e percorre a reta secante.

TICs
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Conclusao
r’(t) é tangente a C e aponta na direcao do parametro crescente.
rt)
r(t) &
Teorema

r(t) = (x(0), (1), 2() )= ' (1) = (' (), ' (1), 2'())

Ex: r(t)=t'i+e'j—(2cosm)k
r'(1)=2ti +¢'j + 2nsenm )k

TICs
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9. Regras de derivacao
Sejam r (t) e r,(t) funcoes vetoriais, f(t) uma funcao real, K um escalar real e c um
vetor constante. Entao valem as seguintes regras:

J
a) = [r: ]- 0
d d
b)—fero)}= k(1)
Ol =n@ [0}k )]
O roro]= ro- Lok Lo lko
dt dt dt

d i d
e};[r. (N (1) ]= n(r:r.g[rzm} E[*" O1A0

ATENCAO!
f)g[ﬁ () ”g(f)]= ﬁ(f}”i[fz(f}]"'i[ﬂ{f)}( 1y (1) - Cuidado com a
J dt di ordem!
sue
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Teorema

Se r(t) for uma funcao vetorial (bi ou tridimensional) e |r(t)|=k, k constante, para

r(0)' (£) =0

Demonstracao:
Sejam r (t)=r,(t)=r(t).

d d d
E[r(!).r{r}]= ()= () + = r(0) r(0)
d 2 d

” r(1) ]= ZF(I)EF{I}

0= 2:'(1')%1"({} ) r(2)r'(£)=0

TICs
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10. Retas tangentes a graficos de funcdes vetoriais

(to) Definicao: Seja P um ponto no grafico de
0 uma funcao vetorial r(t) e seja r(t,) o vetor
posicao da origem a P. Se r’(t,) existir
e for diferente de zero, entao dizemos que
r’(t,) € um vetor tangente ao grafico de
C r(t) emr(t,) e a reta que passa por P que é
r(tp) paralela ao vetor tangente é denominada
reta tangente ao grafico de r(t) em r(t,).

L

Equacao da reta tangente

r=r(t,)+tr'(t,)

TICs
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Exemplo:
Obtenha as equacoes paramétricas da reta tangente a hélice circular x=cos t,
y=sen t e z=t, no ponto em que t=JT.

r=r(t,)+tr'(t,)
r(m) = (cosm,senm,m)=(-1,0,7)
r'(t) = (—sent,cost,l)
r'(m) = (-senm,cosm,l)=(0,-11)

r=(=1,0,7)+£.(0,—1,1)

x(t)=-1
y(t) =—t
z(t)=m +1

TICs
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11. Integrais
f r(t)dt =( f x(t)dt)i + ( f y(t)dt) J+ ( f z(t)dt]k
Exemplo: ¥(F) = t’i+e' j—(2cosmt)k

1 1

r(t)dt = Itzdz i+ le‘dz J+| [(=2cosmt)dt |k
[riode frrfi+(fearls+ ([

1

. . 1

=§] +e ]OJ—ZJrsenmt]ok
0

1
=—i+(e-1)j
3 (e-1)/
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Regras de integracao

a)j'kr(t)dt =kj‘r(t)dt

b)}[ra OF (t)]?’t=j'n (t)dr:}rz (1)t

Antiderivadas de funcao vetorial
Uma antiderivada de uma funcao vetorial r(t) € uma funcao vetorial R(t) tal que:

R'(1) = (1)
Em notacéo de integral:fr({)d; = R({) +

Vetor constante arbitrario J
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