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1. Parametrizacdes lisas

Dizemos que r(t) € uma parametrizacao lisa ou uma funcao lisa de t se r’(t) for
continua e r’(t) =0 para quaisquer valores admissiveis de t.

« Significado algébrico: as componentes de r(t) tem derivadas continuas e
que nao sao todas nulas para um mesmo valor de t.

o Significado geométrico: o vetor tangente r’(t) varia continuamente ao
longo da curva.

r'(t) = (-asent,acost,c) F(1)=0 V¢ >0)

‘ ‘ L 5 Funcoes continuas

r(t) € uma parametrizacao lisa.
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Ex.2 r(t)=t7i+t]

r' (1) = (2t,3t%)
t=0=r'(t)=0

r(t) nao € uma parametrizacao lisa.

r(t)

k4

<

1. Observe que ha uma subita reversao de sentido do vetor
tangente quando t cresce e passa por t=0.
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. Comprimento de arco

TEOREMA: Se C for o grafico no espaco bi ou tridimensional de uma funcao
vetorial lisa r(t), entao seu comprimento de arco L de t=a a t=b é:

e frowni() (%) +(%)

Ex: Determine o comprimento de arco da parte da hélice circular x=cos t,
y=sen t, z=t de t=0 a t=m.
r'(t) = (—sent,cost,l)

() |= 4/(=sent)® + (cos t)? +1 =~/2

L= [N2di =2 =\ ue.
0

TICs




Integrais curvilineas /

3. Integrais de linha ou integrais curvilineas

Problema:

Consideremos uma curva C unindo dois pontos no plano XOY e uma funcao

Z = f(x, y) continua em D onde D é uma regiao do plano contendo a curva C.
Um muro é construido ao longo de C e tem altura igual a f(x, v) (supondo que f
seja nao negativa em D) em cada ponto (x,y) de C. Qual é a area deste muro?

Para resolver o problema nos tomamos um particao da curva C obtendo n arcos
pela introducao de n-1 pontos em C entre os seus extremos.

C

F
a1 P,
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Vejamos uma aproximacao para a area da i-ésima tira, Ai. Para isso, tomemos
no i-ésimo arco, P_ P, um ponto Q,(x*, y*) e consideremos a altura f(x*i, y*)
do muro neste ponto.

O comprimento do arco P, . P. denotaremos por s..

Como f € uma funcao continua e a i-ésima tira é estreita
podemos aproximar o valor de f para f(x*, y*) em todo
(x, y) do arco P_, P. Assim, a area da i-ésima tira &

aproximada por AA; = flx*, y*) As; enquanto a area do

n

muro tem aproximacao A * Z JX*. ¥5) As;
1=l

A= E Z:l Ax* y*5) as;
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X

& n
A= }?ﬂ ; Sx*. ¥4 As;

!

Integral de linha ou curvilinea da funcao f ao longo da curva ¢

!

A= [fxy)ds
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4, Calculo de integrais de linha

Consideremos uma parametrizacao para a curva suave e limitada C dada
pela funcao vetorial r(t) = (x(t). y(t) ) comte|a, b}

b
r(r)|dt

Sabemos que: 8% _[,

Portanto: dis =| r'(r)|dt

b
Assim: _Ilf(-""71.""")"91"F = L Ax@), y(©) ) ‘r'(f)‘d!

a

b
Analogamente: If(x Y2 s J. Ax(). y(b). z(t) ) ‘r'(f)|dr‘
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Ex. 1 Sendo C: r(t)= ti+2t j, Ost <1, calcule f(1+xy2)ds
C

M

r(t) = (t,2¢)

r(0) = (0,0) 5 =
r(1) = (1,2) / )
Ly P =144 =45

1
fa+ xy?)ds = JILE £(2t)*]W/5dt =

=J§j‘(l+4t3)dt=£|:t+t4] =V5(1+1) =245
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5. Integrais de linha em relacdoa x, ye z

D

Jf(f1)df— lim Z A y%) axi= ) Ax(). y(0)) X' (1) dt

H—HE i=1
=b

Jf(x Ny = fm Y Sty av= | Ax®.y0) v d

n—ee =]

Ouno espago-3D
ob

[fry)dx = | fx@. yo). 20) x @) dt

b

[7Grdy = | fx, yo). 20) y 0 de

»b

[Fy2)dz= | fx.yo). 20) 2@ dt
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Exemplo

Calcule f3xydy ,onde C é o segmento de reta ligando (0,0) a (1,2), nesta
ordem. ¢

2 7 x(t) = (1-0)t =t
y(t) = (2-0)t = 2t

O=<st=l

1 1
3xydy = [3(1)(2t)2dt = [12t°dt =4t | =4
!x}’ y !()( ) ! ]
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6. Propriedades da integral de linha
Sao analogas as da integral definida:

JlEGey) +e(xy) s = [Fx,y)ds + [g(x, y)ds

fk-f(x,y)ds=kff(x,y)ds

[, y)ds = [f(x,y)ds + [f(x,y)ds
C C, C,
Esta Ultima € muito utilizada quando a curva é parcialmente lisa.
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Exemplo:

Determine f Xyds para acurvaC: OA UABUBOQ conforme figura:
C

2[h8 ds = [xyd d d
‘!;xys E!Txy S+E[xy S+E[xys

Parametrizando as curvas:

C - x=0+1t < =140t C,: Xx=1-t
y =0+ 0t C,: y =042t y=2-2t

r,(t) = (t,0) r(t) = (1,2t) n(t)=>1-t2-2t)
O=<t=<l O<t<l O0<st=l
I '(t) = (130) I‘]'(t) _ (032) I '(t) = (_ 19_2)
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ds = d d d
_!;xy S _C[:xy s+&[xy S+£Xy S

1 1 1
ds = (t.0ds+ [1.(2t)ds + [(1=1)(2 = 2t)ds =
.!;xy S ‘!' s+_£ s+_£ S

[@v2dt+[(2-4t+ 2t2)4/5dt =

1
2t2]+£{2t—2t2+§t3] -

0
(2-0)+(2-2+§)J§=2+§J§
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1. Aplicagbes
Seja f(x,y) um valor que corresponde a densidade de massa linear (massa por
unidade de comprimento) de um fio metalico no ponto (x,y).

_ As,

AM,: masa da k-esima secao.

Pn AM,

f(x,.v, )=
v (X ¥) As

k

aM, =t(x,,y,)as,

P, M ’”Zf{xk*}'k]ﬁsk

As—0

= lim Zf(xk:}’k)ﬁsk
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